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اگر  و  دو ماتریس مربعی وارون‌پذیر از مرتبۀ  باشند. ثابت کنید:   2ABn
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اگر  وارون‌پذیر باشد، ثابت کنید.   4A
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ماتریس مربعی  در تساوی  صدق می‌کند. ابتدا نشان دهید  وارون‌پذیر است، سپس وارون  را حساب کنید.   6A۲ − A + I =A۲ O
−

AA

اگر  و  مربعی و وارون‌پذیر باشند، ثابت کنید:   7AB

=(AB)−۱
B−۱A−۱

 ، آنگاه ثابت کنید. اگر برای دو ماتریس مربعی  و  داشته باشیم    8

الف(  وارون‌پذیر است.

ب( 

ABAB = I

A

B = A
−۱

. اگر  مقادیر  و  را طوری بیابید که داشته باشیم   9A = [ ]۱
۳
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از نقطۀ  روی دایرۀ  مماسی بر دایره رسم کرده‌ایم، معادلۀ این خط مماس را به‌ دست آورید.   10A(۲, ۳)+ − ۲x − ۲y = ۳x۲
y

۲

معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکزش روی خط  باشد و بر محورهای مختصات در ناحیۀ چهارم مماس باشد.   11d: y = ۳x − ۸
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در بیضی مقابل  و  در قطراند. خط  در نقطۀ  بر بیضی مماس است. پاره‌خط  را رسم می‌کنیم و در نقطۀ  عمودی بر    12

رسم می‌کنیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند و از  عمودی بر امتداد قطر بزرگ بیضی رسم می‌کنیم تا آن را در نقطه‌ای مانند  قطع کند. اگر

، مقدار  را به‌ دست آورید.
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وضعیت دو دایرۀ  و  را نسبت به هم مشخص کنید.   13+ = ۱(x − ۱)۲
y۲+ = ۱x۲ (y − ۱)۲

، ماتریس  را محاسبه کنید. از رابطۀ ماتریسی    14[ ]A [ ] = [ ]۲
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 را به دست آورید؟ اگر  باشد، ماتریس    15A = [ ]۱
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، نقاط  و  به‌ترتیب روی  و  قرار دارد. چند نقطه روی محیط مثلث  می‌توان یافت که از  و  به در مثلث    16

یک فاصله باشد؟ ) و  روی رأس‌های مثلث قرار ندارند(.

ABCMNABACMNBABAC

MN

اگر  دو بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید اندازۀ  از رابطۀ زیر به‌ دست می‌آید. ) زاویۀ بین دو بردار  است.(‌   17b, aa × bθb, a

|a × b| = |a| |b| sin θ

،  و  هم‌صفحه باشند.‌ مقدار  را طوری بیابید که سه بردار    18ma = ۲i + (m + ۱)j − ۳kb = ۲j + kc = −i + j + k

، بردار  باشد.‌ مقدار  را طوری بیابید که تصویر قائم بردار  در امتداد بردار    19ma = (m − ۱, ۲, −۱)b= (۱, ۳, −۴)a′

به‌ازای هر دو بردار دلخواه  و  نامساوی کوشی - شوارتز را اثبات کنید.‌   20uv
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در شکل، سهمی با رأس  و کانون  و خط هادی  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روی سهمی وصل کرده و امتداد داده‌ایم تا  را   21

،  را بر  عمود کرده‌ایم. ثابت کنید:  در  قطع کند و از نقطۀ 
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فرض کنید بتوان یک ماتریس  مانند  را به صورت حاصلضرب یک ماتریس  در یک ماتریس  نوشت. ثابت کنید   22

.

۳ × ۳A۳ × ۲۲ × ۳

|A| = ۰

درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.   23

P(l)در حالتی که صفحۀ  بر محور سطح مخروطی  عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، فصل مشترک حاصل یک دایره خواهد بود.

، اگر  ماتریس ضرایب باشد و  ، در این حالت دستگاه هیچ جوابی ندارد. }در دستگاه  ax + by = c

x + y =a′ b′ c′
A = [ ]a
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|A| ≠ ۰

  در  داریم:  aبرای بردار غیر صفر  ⃗ R
۳× =a ⃗  a ⃗  o ⃗ 

جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.   24

Aدر ماتریس  که در آن  باشد، درایه واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس  برابر است با: .................. . = [ ]aij ۴×۳=aij
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j − ۱
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Aاگر  باشد، مقدار  برابر است با .................. . =
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،  و  بردارهای یکه در فضای  باشند، حاصل  برابر است با .................. . iاگر  ⃗ j ⃗ k⃗ R
۳⋅ ( × )k⃗  i ⃗  j ⃗ 

درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   25

در حالت کلی حاصل‌ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی دارد.

، آنگاه  است.  باشد و  A۳اگر  یک ماتریس  × ۳|A| = ۲|۲A| = ۱۶

,rC(Oمکان هندسی مرکز همۀ دایره‌هایی با شعاع ثابت  که بر دایرۀ  در صفحۀ این دایره مماس خارج‌اند، دایرۀ  است. r)(O, ۲r)C ′

در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد بیضی تبدیل به یک دایره می‌شود.

،  و  در صفحه مفروض‌اند، نقطه‌ای در این صفحه بیابید که از  و  به یک فاصله و از  و  نیز به یک فاصله باشد )بحث  ، نقاط    26
کنید(.
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بیضی با طول قطر‌های کوچک و بزرگ  و  مفروض است، خروج از مرکز بیضی را به‌ دست آورید.   27۶۱۰

، در این صورت حاصل  را بیابید. اگر  و  و    28A = [ ]۲x
z

۵
۱
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۱
A = B(x + y + z)

اگر  و  باشد، طول بردار  را به ‌دست آورید.   29= ۲ −a ⃗  i ⃗  k⃗ = (۱, ۲, ۱)b ⃗ − ۲a ⃗  b ⃗ 
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اگر  باشد، حاصل  را محاسبه کنید.   30
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. برای دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید  و  بر هم عمودند اگر و فقط اگر    31a ⃗ b ⃗ a ⃗ b ⃗ ⋅ = ۰a ⃗  b ⃗ 

اگر  و  و  باشد، بردار  را به ‌دست آورید.   32= ۲ + ۲ −a ⃗  i ⃗  j ⃗  k⃗ = (۳, ۱, −۱)b ⃗ r = ۲r −b ⃗  a ⃗ 

، مختصات کانون و رأس و معادلۀ خط هادی را بیابید. در سهمی    33۴ + ۴y − ۲x − ۱ = ۰y۲

نقطۀ  رأس سهمی افقی با کانون  می‌باشد. اگر  روی خط  قرار گیرد، مختصات  را مشخص کنید و سپس   34
معادلۀ سهمی را بنویسید.
S = (۲, ۱)FFy = −x + ۱F

طول کوتاه‌ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرۀ  را حساب کنید.   35A(۱, ۱)− ۴x + − ۲y = ۴x۲
y

۲

، از چند ناحیۀ مختصات می‌گذرد؟ دایرۀ  به مرکز  و شعاع    36CO(−۱, ۱)۲

مختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادی سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.   37− ۴x − ۸y − ۴ = ۰x۲

ها مماس باشد. معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن روی خط  بوده و در نقطه‌ای به طول  بر محور    38x = y + ۲۵x

نوع مقطع مخروطی زیر را تعیین کنید:   39

‌+ − ۶x + ۴y − ۳ = ۰x۲ y۲

معادلۀ سهمی را بنویسید که کانون آن  و خط  هادی آن باشد.   40F (۲, ۳)x = ۴

برداری عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.‌   41b = (−۲, ۱, −۵)a = (۱, −۳, ۲)

اگر  و  و اندازۀ تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته‌شده روی دو بردار  و   42

 را به‌ دست آورید.

|a| = ۳|b| = ۴ab۲۲a + ۳b

b − ۲a
کدام‌یک از موارد زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟   43

الف( اگر بردار  یک ضلع متوازی‌‌الاضلاع و بردار  یک قطر آن باشد، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:  

ب( اگر  و  قطرهای یک متوازی‌الاضلاع باشند، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:‌ 

adS = |a × d|

dd′S = d ×∣∣ d′∣∣

‌ها به‌ترتیب  و  بوده و  و  باشند، اندازۀ تصویر قائم بردار  روی محور  اگر زاویۀ دو بردار  و  با محور    44

ها را به‌ دست آورید.

uvx
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۴
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۳
|u| = ۲√|v| = ۲u + vx
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x
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در مکعب مقابل زاویۀ بین دو بردار  و  را به‌ دست آورید.‌   45a
→

b
→

سه بردار  به طول یک واحد مفروض‌اند. در صورتی‌ که  اندازۀ بردار  را به‌ دست آورید.   46c, b, a۲a + ۳b + ۴c = ۰⃗ ۳a + ۴b

 رابطۀ  برقرار است. درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. برای دو بردار غیر صفر  و    47

الف(                        ب( 

ab|۲a − b| = |a + b|

(۲b − a)⊥a|a| = ۲ |b|

بردار غیر‌صفر  مفروض است. درستی و نادرستی هر‌یک از عبارات زیر را تعیین کنید:   48

‌ها عمود باشد، زاویۀ آن با محور  حاده است. الف( اگر  بر محور 

‌ها زاویۀ منفرجه بسازد، زاویۀ آن با محور  حاده است.. ب( اگر  با محور 

‌هاست. ‌ها زاویۀ حاده بسازد، زاویۀ آن با  حاده و عمود بر محور  پ( اگر  با محور 

V = (|a| , a, a − |a|)

Vzoy

Vzoy

Vyoxz

، اندازۀ تصویر قائم‌ بردار  در فرض کنید زاویۀ بین دو بردار  و  حاده بوده و  و  باشد. اگر    49

امتداد بردار  را به ‌دست آورید.‌

ab|a| = ۲|b| = ۲√= ۱۲a ⋅ b|۲a + b|
۲

a

b
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،  و  نقطه‌ای در فضا باشد به‌طوری ‌که  فاصلۀ نقطۀ  تا وسط پاره‌خط  را فرض کنید    50

به‌ دست آورید.

A(۲, −۱, ۱)B(۳, ۲, −۱)M⋅ =AM
−→−

BM
−→− ۷

۲
MAB

مختصات رأس و کانون سهمی به معادلۀ  را به دست آورید.    51y = a + bx + cx
۲(a ≠ ۰)

ثابت کنید خط  بر سهمی به معادلۀ  مماس است و مختصات نقطۀ تماس را بیابید.   52y = − x +
۱
۲

۳
۲

− ۲y + x + ۱ = ۰y۲

مختصات کانون و همچنین معادلۀ سهمی را به رأس  و خط هادی  بنویسید.   53A(۴, ۶)x = ۹

y

x

y0

(x0 ,y0 (
x02

یک دانش‌آموز با دیدن دو دیش مخابراتی با ابعاد متفاوت و مشاهدۀ فاصلۀ کانونی متفاوت آن به این فکر افتاد که چگونه می‌توان با داشتن یک   54
دیش فاصلۀ کانونی آن را به دست آورد. او از معلمش خواست که فرمولی برای محاسبۀ فاصلۀ کانونی یک دیش به او بگوید. معلم به او گفت: باید قطر

دهانه دیش را در خودش ضرب کرد و حاصل‌ضرب را بر اندازۀ گودی )عمق( دیش تقسیم کرد و عدد حاصل را بر  تقسیم کرد. حاصل فاصلۀ کانونی
دیش است. دلیل درستی این دستور را با توجه به سهمی رسم‌شده در شکل مقابل و فرمول سهمی توضیح دهید.

۱۶

ثابت کنید اگر  نقطه‌ای بیرون بیضی باشد آنگاه مجموع فواصل  از دو کانون بیشتر از  است.   55MM۲a

ثابت کنید مکان هندسی مرکز دایره‌هایی که بر دو دایرۀ متداخل  و  مماس‌اند. یک بیضی می‌باشد.   56( , )C۱ O۱ R۱( , )C۲ O۲ R۲

در شکل مقابل طول قطر بزرگ برابر  و طول قطر کوچک برابر  می‌باشد. محیط و مساحت مستطیل  را به‌ دست آورید.   57۴۰۲۴MNEH

ثابت کنید در هر بیضی طول کوتاه‌ترین وتر کانونی برابر است با:     58MN =
۲b۲

a
وضعیت هر‌یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به‌‌هم مشخص کنید:   59

 )الف

 )ب

+ − ۲x = ۱ , + = ۱x۲ y۲ x۲ y۲

+ = ۴ , + − ۸x − ۴y + ۱۹ = ۰x
۲

y
۲

x
۲

y
۲

هرگاه صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترک )مقطع( حاصل چیست؟   60

ثابت کنید مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله‌اند، نیمساز آن زاویه است.   61

اگر  و  مقادیر  و  را طوری بیابید که حاصل‌ضرب  ماتریسی قطری باشد.   62A = [ ]۴
b

a

−۱
B = [ ]۱

۳
−۲
۲

abA × B

دترمینان ماتریس  را برحسب سطر سوم بیابید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟   63A =
⎡

⎣
⎢
a

a

d

b

b

e

c

c

f

⎤

⎦
⎥

، مختصات نقطۀ  را به‌ دست آورید. ،  و  نقطه‌ای روی پاره‌خط  باشد. اگر  فرض کنید    64A(−۳, ۶, ۲)B(۲, ۱, ۲)CAB|AC| = ۴ |BC|C

، اگر  و  باشد، طول قطر  را به‌ دست آورید. در متوازی‌الاضلاع    65ABCD= ۳ − + ۲BA
−→−

i ⃗  j ⃗  k⃗ = ۲ + ۲ −BD
−→−

i ⃗  j ⃗  k⃗ AC

دو بردار  و  در فضا مفروض‌اند. برداری به طول  را به‌ دست آورید که در خلاف راستای نیمساز   66

داخلی زاویۀ بین دو بردار  و  باشد.

a = (۰, ۰, −۴)b = (−۲, ۱, ۲)۴ ۶√

ab

اگر  مطلوب است محاسبه ی  .   67A = [ ]۰
۱

۱
۰

A۱۰

4

هندسه دوازدهم



جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.   68

ماتریس قطری که درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند، ماتریس .................. می‌نامیم.

حاصل‌ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی .................. .

بردارهای  و  را در نظر بگیرید.   69= (۱, −۳, ۲)a ⃗ = (−۲, ۱, −۵)b ⃗ 

aتصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 

aبرداری عمود بر دو بردار  و  بنویسید. ⃗ b ⃗ 

جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.   70

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطۀ ثابت غیرواقع بر آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشند را 
..................  می‌نامیم.

Aاگر باشد، مقدار  برابر است با  .................. =
⎡

⎣
⎢

۲
۰
۰

۰
−۳
۰

۰
۰
۵

⎤

⎦
⎥|A|

aاگر برای دو بردار  و  داشته باشیم:  ، در این صورت زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  .................. است. ⃗ b ⃗ ⋅ =∣ ∣∣ ∣a ⃗  b ⃗  a ⃗  b ⃗ a ⃗ b ⃗ 

مساحت متوازی‌الاضلاعی را به دست آورید که توسط دو بردار  و  به وجود می‌آید.   71= (۳, ۲, ۱)a ⃗ = (۲, ۰, ۱)b ⃗ 

نقاط  و  و  را در فضا در نظر می‌گیریم، کدام‌‌یک روی خط  قرار دارند؟ چرا؟   72A = (۱, ۲, ۱)B = (۲, ۲, ۱)C = (۳, ۲, −۱){ y = ۲
z = ۱

اگر  یک ماتریس  با درآیه‌های  باشد، درآیه‌های  را به‌دست آورید.   73A = [ ]aij۳ × ۳=aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

i − j

۲
i + j

, i < j

, i = j

, i > j

, ,a۱۲ a۳۱ a۳۳

اگر  و مجموعه درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس  برابر با  باشد، مقدار  را بیابید.   74۲A − I + [ ] = [ ]۱
۲

−۱
m

۰
۰

۰
۳

A۵m

، چند نقطه وجود دارد که از ضلع  به فاصلۀ  و از  و  یا امتداد آنها به یک فاصله باشد؟ در صفحۀ مثلث چطور؟ درون مثلث    75ABCBCLABAC

، دو خط موازی  و  را در نقاط  و  قطع می‌کند. مکان هندسی محل برخورد نیمساز زوایای  و  را با جابه‌جایی خط  خط مورب    76
بیابید.

Ldd′ABABL

مربع  به طول ضلع  مفروض است. مکان هندسی نقاطی درون مربع را بیابید که فاصلۀ آنها از مرکز مربع بین  و  باشد.   77ABCDa
a

۲
a

۲√

۲

به‌ازای چه مقادیری از  و  دستگاه مقابل بی‌شمار جواب دارد؟   78km

{ − ۲x + ky = ۲
۴x − ۶y = m

الف( مختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادی سهمی  را به‌ دست آورید.   79
ب( نمودار سهمی را با استفاده از نقاط کمکی رسم کنید.

− ۴y + ۸x = ۰x۲

A F O F

M

A

قطر دایرۀ  مانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون  عمودی بر  رسم کرده‌ایم تا دایره را در نقطه‌ای مانند  قطع کند. ثابت   80

کنید  با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.

CFAA′M

MF

5
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F F
o

M

نقطۀ  روی بیضی به اقطار  و  واحد به گونه‌ای قرار دارد که فاصلۀ آن تا مرکز بیضی برابر  واحد است. در صورتی که بدانیم مثلث   81

 در رأس  قائم‌الزاویه است، طول  را به‌ دست آورید. ) و  کانون‌های بیضی هستند.(

طبق فرض داریم:  و 

M۶۱۰۴

MFF ′MMFFF ′

۲b = ۶ → b = ۳۲a = ۱۰ → a = ۵

وضعیت خط  را نسبت به دایرۀ  مشخص کنید.   82۳x + y = ۰+ − ۴x − ۴y + ۷ = ۰x۲ y۲

بردارهای  و  مفروض‌اند:   83= (۱, ۲, ۳)a ⃗ = (−۲, ۰, ۲)b ⃗ 

aتصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 

۲طول بردار  را محاسبه کنید. −a ⃗  b ⃗ 

،  را در نظر بگیرید. دو بردار    84= (۳, −۲, ۱)a ⃗ = −۲ + −b ⃗  i ⃗  j ⃗  k⃗ 

aبردار  در کدام ناحیه از فضای  واقع است؟ )شمارۀ ناحیه ذکر شود.( ⃗ R
۳

+طول بردار  را حساب کنید. ۲a ⃗  b ⃗ 

aبرداری عمود بر دو بردار  و  را به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 

درستی و نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   85

، یک عدد است.  در ماتریس  ۱حاصل‌ضرب ماتریس  × ۳۳ × ۱

. Aاگر  باشد، آنگاه  یا  × B = O
¯ ¯¯̄

A = O
¯ ¯¯̄

B = O
¯ ¯¯̄

جاهای خالی را با عبارت مناسب کامل کنید.   86

ماتریس قطری ماتریسی است که .................. .

ماتریس اسکالر، ماتریسی است که .................. .

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   87

dMMFMFاگر خط  در نقطۀ  بر بیضی مماس شود، زاویۀ  و  با خط  برابرند. ) و  کانون‌ها هستند.( ′dFF ′

، مرکز هر دایره که از  بگذرد و بر خط  مماس باشد، روی سهمی است. FdFdدر سهمی با کانون  و خط هادی 

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   88

 کمتر نیست. aمجموع طول‌های دو بردار  و  از طول بردار  ⃗ b ⃗ +a ⃗  b ⃗ 

ها موازی است. }خط  با محور  x = ۵
y = ۲

z

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   89

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبرای بردارهای غیر صفر  و  و  × b = a × cb = c

، اگر  آنگاه داریم:  abcaبرای بردارهای غیر صفر  و  و  ⋅ b = a ⋅ cb = c

دو بردار  و  را در نظر بگیرید.   90= (۱, ۲, −۱)a ⃗ = (۰, ۲, −۱)b ⃗ 

aبردار  در کدام ناحیه از فضای  واقع است؟ )شمارۀ ناحیه ذکر شود.( ⃗ R
۳

۲طول بردار  را به‌ دست آورید. −a ⃗  b ⃗ 
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معادلۀ خطی که از نقاط  و  می‌گذرد به شکل زیر است:   1

مطابق روش ساروس داریم:

2

3

؛ پس با فرض مقادیر  و  به دست می‌آیند.  با جایگذاری  در درایه‌های دیگر نتیجه می‌گیریم 

4

می‌دانیم  بنابراین داریم:   5

6

 

 وارون‌پذیر است.  

طبق تعریف وارون باید ضرب  و  برابر  باشد.   7

8
الف( 

(a, b)(c, d)

y − b = (x − a) → y = ( )x − ( ) + b
b − d

a − c

b − d

a − c

ab − ad

a − c

→ y = ( )x +
d − b

c − a

bc − ad

c − a

= ۰ → (bx + yc + ad) − (ay + dx + bc) = ۰
∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

۱
۱
۱

∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

(b − d)x + (c − a)y + (ad − bc) = ۰

(c − a)y = (d − b)x + (bc − ad)

y = ( )x +
d − b

c − a

bc − ad

c − a

= =
|A + B|

|AB|

|A + B|

|A| |B|

۱
|A|

|A + B|

|B|

= |A + B| = (A + B) = (I + B) = +∣
∣A

−۱∣
∣

∣
∣B

−۱∣
∣

∣
∣A

−۱ B−۱∣
∣

∣
∣ A−۱ B−۱∣

∣
∣
∣B

−۱ A−۱∣
∣

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۵
۲

۳
۱

۵
۲

۳
۱

۳۱
۱۲

۱۸
۷

m + nA + rI = → [ ] + [ ] + [ ] =A۲ O
¯ ¯¯̄ ۳۱m

۱۲m
۱۸m
۷m

۵n
۲n

۳n
n

r

۰
۰
r

O
¯ ¯¯̄

→ [ ] = [ ]۳۱m + ۵n + r

۱۲m + ۲n
۱۸m + ۳n

۷m + n + r

۰
۰

۰
۰

} → ۶m + n = ۰ ⇒ n = −۶m۱۸m + ۳n = ۰
۱۲m + ۲n = ۰

n = −۶mr = −mm = ۱n = −۶r = −۱

A = I A = |I |A−۱ − →−−−−−−−−−−
ازطرفین دترمینان می‌گیریم.

∣
∣A

−۱ ∣
∣

→ |A| = ۱ → =∣
∣A

−۱∣
∣

∣
∣A

−۱∣
∣

۱
|A|

| | =An |A|n

|A| = = −۲ = −۳۰
∣

∣

∣
∣

−۲
۰
۱

۰
−۳
۰

۰
۰
−۵

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
−۳
۰

۰
−۵

∣

∣
∣

→ = = = ۹۰۰∣
∣A

۲∣
∣ |A|۲ (−۳۰)۲

−۲ + A = I → A(−۲A + I) = I → |A| |I − ۲A| = |I |A۲

A→ |A| |I − ۲A| = ۱ → |A| ≠ ۰ →

A(I − ۲A) = I → = I − ۲AA−۱

ABB−۱A−۱I

(AB)( ) = A( ) = AI = A = IB−۱A−۱ BB−۱
  

I

A−۱ A−۱ A−۱

( )(AB) = ( )B = IB = B = IB−۱A−۱ B−۱ AA−۱
  

I

B−۱ B−۱

7
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   ‌پس A وارون‌پذیر است. ‌ ‌

ب(

9

10

 

اگر دایره‌ای در ناحیۀ چهارم بر محورها مماس باشد، مرکز آن به‌صورت  می‌باشد که  شعاع دایره است. داریم:   11

‌

12

مرکز و شعاع دایرۀ  برابر است با:    13

و مرکز و شعاع دایرۀ  برابر 

فاصلۀ دو مرکز برابر  است و  و  پس:

‌دو دایره متقاطع‌اند.‌ 

14

 ‌  ‌ ‌  ‌

‌

 ‌  

AB = I → |AB| = |I | → |A| |B| = ۱ → |A| ≠ ۰ ⇒

AB = I (AB) = I− →−−−−−−
A−۱ ضرب در

A−۱ A−۱

→ ( A)B = → IB = → B =A−۱ A−۱ A−۱ A−۱

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۱
۳

۲
۴

۱
۳

۲
۴

۷
۱۵

۱۰
۲۲

αA = [ ] , βI = [ ]α

۳α
۲α
۴α

β

۰
۰
β

= αA + βI → [ ] = [ ] → {A۲ ۷
۱۵

۱۰
۲۲

α + β

۳α
۲α

۴α + β

α = ۵
β = ۲

(x − ۱ + (y − ۱ = ۵)۲ )۲

O(۱, ۱) , A(۲, ۳) → = = = ۲m
OA

−y
A

yo

−x
A

xo

۳ − ۱
۲ − ۱

= − → y − ۳ = − (x − ۲)− →−−−−−
شیب خط مماس

m′
۱
۲

۱
۲

O(R, −R)R

O ∈ d ⇒ −R = ۳R − ۸ ⇒ R = ۲ O(۲, و(۲−

(x − ۲ + (y + ۲ = :معادلۀ دایره۴ )۲ )۲

}→ BF = FC = a
= = → BF = FCB̂ Ĉ ۴۵∘

BF = a

→ BC = OD = a
: + = B → BC = aBFC

△

a۲ a۲ C ۲ ۲
−−

√

OD = BC

⎫
⎭⎬ ۲

−−
√

AD = OD − OA = a − a = a( − ۱)۲
−−

√ ۲
−−

√

C D = F D = → DF = DCF̂ Ĉ ۴۵∘

: D + D = → D = → DF = = aFDC
△

F ۲ C ۲ a۲ F ۲ a۲

۲
a

۲
−−

√

۲
−−

√

۲

AF = FD − AD = a − (a − a) = a( − + ۱) = a(۱ − )
۲
−−

√

۲
۲
−−

√
۲
−−

√

۲
۲
−−

√
۲
−−

√

۲

= = = =
AD

AF

a( − ۱)۲
−−

√

a(۱ − )
۲
−−

√

۲

− ۱۲
−−

√

۱ −
۱

۲
−−

√

− ۱۲
−−

√

− ۱۲
−−

√

۲
−−

√

۲
−−

√

+ = ۱(x − ۱)۲
y ۲O = (۱, ۰), r = ۱

+ = ۱x۲ (y − ۱)۲= (۰, ۱), = ۱O′ r′

O =O′ ۲
−−

√‌r + = ۲r′r − = ۰r′

|r − | < O < r + ⇒r′ O′ r′

B = [ ] , C = [ ]۲
۳

۱
۲

−۳
۵

۲
−۳

⇒ BAC = [ ]۱
۰

۲
−۱

⇒ ABB
−۱
  

I

CC
−۱

  
I

= [ ]B−۱ ۱
۰

۲
−۱

C −۱ ⇒ A = [ ]B−۱ ۱
۰

۲
−۱

C −۱

B = [ ]۲
۳

۱
۲

⇒ |B| = ۴ − ۳ = ۱

⇒ = [ ]B−۱ ۲
−۳

−۱
۲

C = [ ]−۳
۵

۲
−۳

⇒ |C | = ۹ − ۱۰ = −۱

8
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 ‌  ‌

15

‌ ‌

‌

 ‌

16

 ‌‌مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، نیمساز زاویۀ  می‌باشد.

) 1محل برخورد نیمساز  با  و  پاسخ مسئله می‌باشد. )نقاط  و  2
P

Q

N

M

B CD

A

17

 :فرض

18

حل دترمینان  به روش ساروس:

 سه بردار هم‌صفحه‌اند.

1
2 1

-

1 3

1 1
0

1
0 2

2 +m -

1-

2 1+m

اگر  تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  باشد، می‌دانیم:   19

زیرا:

نامساوی کوشی- شوارتز:   20

طبق تعریف ضرب داخلی داریم:

⇒ = × [ ] = [ ]C −۱ ۱
−۱

−۳
−۵

−۲
−۳

۳
۵

۲
۳

A = [ ]B−۱ ۱
۰

۲
−۱

C −۱ = [ ] [ ] [ ]۲
−۳

−۱
۲

۱
۰

۲
−۱

۳
۵

۲
۳

= [ ]۳۱
−۴۹

۱۹
−۳۰

A = [ ]۱
۱

−۱
۱

⇒ = [ ] [ ]A۲ ۱
۱

−۱
۱

۱
۱

−۱
۱

= [ ]۰
۲

−۲
۰

= [ ] [ ]A۴ ۰
۲

−۲
۰

۰
۲

−۲
۰

= [ ] = −۴I−۴
۰

۰
−۴

= =A۱۰۰ ( )A۴ ۲۵
(−۴I)۲۵

= −( ) × = −( )I۴۲۵
I ۲۵ ۲۵۰

ABACA

ADMNBNPQ

{ a × b = ( − , − , − )
a = ( , , )a۱ a۲ a۳

b = ( , , )b۱ b۲ b۳
−→
×

a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

= + +− →−−−−−
توان دوم اندازه

|a × b|۲ ( − )a۲b۳ a۳b۲
۲ ( − )a۳b۱ a۱b۳

۲ ( − )a۱b۲ a۲b۱
۲

= + − ۲ + + − ۲ + + − ۲a
۲
۲b

۲
۳ a

۲
۳b

۲
۲ a۲a۳b۲b۳ a

۲
۳b

۲
۱ a

۲
۱b

۲
۳ a۱a۳b۱b۳ a

۲
۱b

۲
۲ a

۲
۲b

۲
۱ a۱a۲b۱b۲

= ( + + )( + + ) − ( )a
۲
۱ a

۲
۲ a

۲
۳ b

۲
۱ b

۲
۲ b

۲
۳ + + + ۲ + ۲ + ۲a

۲
۱ b

۲
۱ a

۲
۲ b

۲
۲ a

۲
۳ b

۲
۳ a۲a۳ b۲ b۳ a۱a۳ b۱ b۳ a۱a۲ b۱ b۲

  
=( + + )a۱ b۱ a۲ b۲ a۳ b۳

۲ (a⋅b)۲

= − = − θ|a|۲|b|۲ (a ⋅ b)۲ |a|۲|b|۲ |a|۲|b|۲cos۲

= (۱ − θ) = θ = |a × b| = |a| |b| sin θ|a|۲|b|۲ cos۲ |a|۲|b|۲sin۲ (|a| |b| sin θ)۲ −→−
جذر

۳ × ۳

⇒ V = (حجم)۰

= ۰V = |a ⋅ (b × c)| = ۰ ⇒

|(۴ − m − ۱ + ۰) − (۶ + ۲ + ۰)| = ۰ ⇒ m = −۵

= (۱, ۳, −۴)a′a = (m − ۱, ۲, −۱)b

a ⋅ =a′ | |a′
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

a ⋅ = a ⋅ b = (a ⋅ b) = =a′
a ⋅ b

|b|۲

(a ⋅ b)

|b|۲

(a ⋅ b)۲

|b|۲
| |a′

۲

= b ⇒ | | = |b| =a′
a ⋅ b

|b|۲
a′

|a ⋅ b|

|b|۲

|a ⋅ b|

|b|

a ⋅ = ⇒ m − ۱ + ۶ + ۴ = ۱ + ۹ + ۱۶ ⇒ m = ۱۷a
′

| |a′
۲

|u ⋅ v| ≤ |u| |v|

u ⋅ v = |u| |v| cos θ

}⇒ |u ⋅ v| ≤ |u| |v||u ⋅ v| = ||u| |v| cos θ| = |u| |v| |cos θ|−→−
اندازه

−۱ ≤ cos θ ≤ ۱ ⇒ |cos θ| ≤ ۱

9
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فاصلۀ هر نقطه روی سهمی تا خط هادی برابر فاصلۀ آن تا کانون است. بنابراین:   21

فرض کنیم   و   در این صورت داریم:   22

 

23

درست‌

A

P

d

 نادرست

 درست

24

 ‌

‌

 ‌

    25

نادرست

در حالت کلی ماتریس خاصیت جابه‌جایی ندارد. برای مثال  و  را در نظر بگیرید:

 ‌ ‌

MT = MF , FA = AH

=

MT ∥ FH → = → =
MT

FH

NT

NH

MT

۲FA
NT

NH

MT ∥ FH → = → =
MF

FN

TH

HN

MT

FN

TH

NH

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
− →−−−−−−−−−

تقسیم می‌کنیم

طرفین دو تساوی را بر هم
MT

۲FA

MT

FN

NT

NH

TH

NH

→ = → =
FN

۲FA
NT

TH

FN

FA

۲NT

TH

B =
⎡

⎣
⎢
x

p

r

y

q

s

⎤

⎦
⎥C = [ ]a

d

b

e

c

f

A = B × C ⇒ |A| = |BC | = [ ] =

∣

∣

∣
∣

⎡

⎣
⎢
x

p

r

y

q

s

⎤

⎦
⎥

a

d

b

e

c

f

∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

⎡

⎣
⎢
x

p

r

y

q

s

۰
۰
۰

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢
a

d

۰

b

e

۰

c

f

۰

⎤

⎦
⎥
∣

∣

∣
∣

= = ۰ × ۰ = ۰
∣

∣

∣
∣

⎡

⎣
⎢
x

p

r

y

q

s

۰
۰
۰

⎤

⎦
⎥
∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

⎡

⎣
⎢
a

d

۰

b

e

۰

c

f

۰

⎤

⎦
⎥
∣

∣

∣
∣

=aij
۲i

j − ۱
⇒ = = ۶a۳۲

۲ × ۳
۲ − ۱

| − A| = |A| = −۸(−۱)۳

: A توجه=
⎡

⎣
⎢
−۲
−۱
۰

۰
۴
۱

۰
۰
−۱

⎤

⎦
⎥⇒ |A| = ۸

⋅ ( )k⃗  ×i ⃗  j ⃗ 
  

k
⃗ 

= | = ۱k⃗ |۲

A = [ ]۲
۰

۱
۰

B = [ ]۰
۱

۰
۴

AB = [ ] [ ] = [ ]۲
۰

۱
۰

۰
۱

۰
۴

۱
۰

۴
۰

BA = [ ] [ ] = [ ]۰
۱

۰
۴

۲
۰

۱
۰

۰
۲

۰
۱

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
⇒ AB ≠ BA

10
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 ‌  ‌ درست 

  باشد، داریم: می‌دانیم: اگرماتریس A به‌صورت

درست

نادرست

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله‌اند، عمودمنصف پاره‌خط  است این خط را  می‌نامیم؛ همچنین مکان هندسی نقاطی که از دو نقطۀ  و  به یک فاصله باشد،   26

عمودمنصف پاره‌خط  است این خط را  می‌نامیم.

) بنابراین نقطۀ برخورد خطوط  و  جواب مسئله است. )نقطۀ 

اگر خطوط  و  متقاطع باشند، مسئله یک جواب دارد.

اگر خطوط  و  منطبق باشند، مسئله بی‌شمار جواب دارد.

اگر خطوط  و  موازی باشند، مسئله جواب ندارد.

A
B

C

D
E

d

d

با توجه به‌ تعریف بیضی داریم:   27

 :قطر بزرگ

 :قطر کوچک
‌می‌دانیم:

 :خروج از مرکز

28

29

دترمینان ماتریس A را با بسط نسبت به ستون اول محاسبه می‌کنیم:   30

‌

31

32

33

|۲A| = |A|(۲)۳
= ===
|A|=۲

۸ × ۲ = ۱۶

n × n

|kA| = |A|kn

ABABdCD

CDd ′

dd ′E

dd ′

dd ′

dd ′

۲a = ۱۰ ⇒ a = ۵

۲b = ۶ → b = ۳

= + ⇒ (۵ = (۳ + ⇒ c = ۴a۲ b۲ c۲ )۲ )۲ c۲

=
c

a

۴
۵

A = B ⇒ [ ] = [ ]۳
−۲

۲x + y

۱
۲x
z

۵
۱

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۲x = ۳ → x =
۳
۲

۲x + y = ۵ → y = ۲ → x + y + z =
۳
۲

z = −۲

− ۲ = (۲, ۰, −۱) − (۲, ۴, ۲) = (۰, −۴, −۳) , | − ۲ | = = ۵a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  ۱۶ + ۹
− −−−−−

√

|A| = ۲(۴ − ۳) = ۲ → | | = |A = ۸A۳ |۳

⋅ = ۰ ⇔ | || | cos θ = ۰ cos θ = ۰ θ =a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  − →−−

| |≠۰b
⃗ 

| |≠۰a⃗ 

− →−−−

o≤θ≤
π

۲ π

۲

= (۲, ۲, −۱) → r − ۲ − = (۶, ۲, −۲) − (۲, ۲, −۱) = (۴, ۰, −۱)a⃗  b ⃗  a⃗ = ==
r=۲

b ⃗  a⃗ 

۴ + ۴y = ۲x + ۱ ⇒ + y = x +y ۲ y ۲ ۱
۲

۱
۴

(y + − = x + ⇒ (y + = x + = (x + ۱)
۱
۲
)۲ ۱

۴
۱
۲

۱
۴

۱
۲
)۲ ۱

۲
۱
۲

۱
۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

S(−۱, − ) ۴a = ⇒ a :رأس سهمی=
۱
۲ و

۱
۲

۱
۸

سهمی افقی و دهانۀ رو به راست
11
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سهمی افقی می‌باشد پس عرض رأس سهمی با عرض کانون برابر است . پس کانون آن  می‌باشد، داریم:   34

‌

. داریم: ‌می‌دانیم که 

‌

  و  می‌یابیم که دهانۀ سهمی به‌سمت چپ باز می‌شود. داریم: ‌همچنین از مختصات 

‌

.) ، وتری است که بر قطر گذرنده از  عمود باشد )وتر  کوتاه‌ترین وتر گذرنده از نقطۀ    35
مطابق شکل داریم:

‌

36

نمودار این دایره به‌صورت زیر است؛ مطابق شکل از  ناحیه مختصات دایره می‌گذرد.

x

y

O
B

A

Á

B´

37

( نشان داد. چون طول نقطۀ  برابر با  می‌باشد. از آنجا که مرکز دایره روی خط  می‌باشد. پس می‌توان مختصات  را به‌صورت )   38
 شکل زیر را در نظر می‌گیریم، پس داریم:

‌

F(−۱ + ,− ) = (− ,− :کانون سهمی(
۱
۸

۱
۲

۷
۸

۱
۲

x = −۱ − = :معادلۀ خط هادی−
۱
۸

۹
۸

F(α, ۱)

F ∈ (y = −x + ۱) ⇒ ۱ = −α + ۱ ⇒ α = ۰ ⇒ F(۰, ۱)

SF = a

SF = = ۲ ⇒ a = ۲(۲ − ۰ + (۱ − ۱)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

SF

(y − ۱ = −۴(۲)(x − ۲) ⇒ (y − ۱ = −۸(x − :معادلۀ سهمی(۲ )۲ )۲

AAMN

− ۴x + − ۲y = ۴ ⇒ (x − ۲ − ۴ + (y − ۱ − ۱ = ۴x۲ y ۲ )۲ )۲

⇒ (x − ۲ + (y − ۱ = ۹ ⇒ O(۲, ۱) R = ۳)۲ )۲ و

: = O + M ⇒ ۹ = ۱ + M ⇒ MA = ۲ ⇒ MN = ۲AM = ۴AMO
Δ

R۲ A۲ A۲ A۲ ۲
−−

√ ۲
−−

√

(x + ۱ + (y − ۱ = :معادلۀ دایره۴ )۲ )۲

۴

− ۴x − ۸y − ۴ = ۰ → ( − ۴x) = ۸y + ۴ ⇒ (x − ۲ − ۴ = ۸y + ۴x۲ x۲ )۲

⇒ (x − ۲ = ۸y + ۸ ⇒ (x − ۲ = ۸(y + ۱))۲ )۲

S = (h, k) = (۲, −۱) ۴a = ۸ ⇒ a = :رأس سهمی۲ و

F(h, a + k) = (۲, −۱ + ۲) = (۲, :کانون سهمی قائم(۱

y = k − a = −۱ − ۲ = :خط هادی۳−

x = y + ۲Oα + ۲,αO۵

α + ۲ = ۵ ⇒ α = ۳ ⇒ O(۵, ۳) ⇒ R = ۳

12
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‌در نتیجه معادلۀ دایره برابر است با:

39

‌پس این مقطع مخروطی، دایره‌ای به شعاع  و مرکز  می‌باشد.

40

‌می‌دانیم که فاصلۀ کانون تا خط هادی برابر با  می‌باشد. داریم:

‌

‌سهمی افقی است چون هادی آن  می‌باشد و دهانۀ آن به‌سمت چپ باز می‌شود.

‌

، برداری است که از ضرب خارجی آن دو به‌ دست می‌آید.   بردار عمود بر دو بردار  و  41

و نیز هر مضربی از این بردار بر  و  عمود است.

42

‌مساحت مثلث ساخته‌شده روی دو بردار  و  برابر است با نصف اندازۀ حاصل‌ضرب خارجی آن دو یعنی:

‌

: اثبات رابطۀ 

‌

الف( درست. زیرا:    43

A

B C

D

d
a

ب( نادرست. زیرا:

b

da dˊ

‌ها باشند، داریم: اگر  و  به‌ترتیب زاویۀ بردار  و  با محور    44

(x − ۵ + (y − ۳ = :معادلۀ دایره۹ )۲ )۲

( − ۶x) + ( + ۴y) − ۳ = ۰x۲ y ۲

(x − ۳ − ۹ + (y + ۲ − ۴ − ۳ = ۰)۲ )۲

⇒ (x − ۳ + (y + ۲ = ۱۶)۲ )۲

۴O(۳, −۲)

{
x = :خط هادی۴

F(۲, :کانون(۳
۲a

(x − ۴ = ۰) F(۲, ۳) = ۲ ⇒ ۲a = ۲ ⇒ a = تا۱  فاصلۀ

x = ۴

S(۲ + ۱, ۳) = (۳, :رأس سهمی(۳

− ۴ × ۱(x − ۳) = (y − ۳ ⇒ (y − ۳ = −۴(x − :معادلۀ سهمی(۳ )۲ )۲

ab

{ a = (۱, −۳, ۲)×
b = (−۲, ۱, −۵)

– –––––––––––––––––
a × b = (۱۵ − ۲, −۴ + ۵, ۱ − ۶) = (۱۳, ۱, −۵)

ab

|a| = ۳ , |b| = ۴ , | | = ۲a′

(۲a + ۳b)(b − ۲a)

S = |(۲a + ۳b) × (b − ۲a)| = ۲a × b − ۴ + ۳ = |۸a × b|
۱
۲

۱
۲

∣

∣

∣
∣
∣

a × a  
۰¯

b × b  
۰¯

−۶b × a
  

+۶a×b

∣

∣

∣
∣
∣

۱
۲

⇒ S = ۴ |a × b| =?

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

| | = ۲ ⇒ = ۲ |a ⋅ b| = :طبق فرض۸ a′
|a ⋅ b|

|b|
− →−−
|b|=۴

+ = |a |b ⇒ + ۶۴ = ۹ × ۱۶ ⇒ = :می‌دانیم۸۰ |a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲ |a × b|۲ |a × b|۲

⇒ |a × b| = = ۴ ⇒ S = ۴ |a × b| = ۴ × ۴ = ۱۶۸۰
−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√ ۵
−−

√

+ = |a |b|a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲

+ = |a |b θ + |a |b θ = |a |b = |a |b|a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲sin۲ |۲ |۲cos۲ |۲ |۲( θ + θ)sin۲ cos۲

  
۱

|۲ |۲

= ۲ = ۲ × |a × d| = |a × d|Sمتوازی‌الاضلاع SABC

۱
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

d × = |(a + b) × (a − b)| = − a × b + − = |−۲a × b| = ۲ |a × b| = ۲S∣∣ d ′∣∣

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

۰̄̄

b × a  
−a×b

b × b  
۰̄̄

∣

∣

∣
∣
∣

d = a + b

= a − bd ′

⇒ d × = ۲S → S = d ×∣∣ d ′∣∣
۱
۲
∣∣ d ′∣∣

αα′uvx

13
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ها عمود است و هیچ تصویر قائمی ندارد. بردار  برمحور 

فرض می‌کنیم یال مکعب به طول یک واحد باشد.   45
z

x

y

b

a

C
00
1

A
1
0
1

B
1
0
1

O 0
00

‌

46

  و  

الف( یادآوری:   47

 :فرض

درست 
ب( نادرست. زیرا طبق )الف( داریم:

 ‌الف( درست 48

‌

ب( نادرست

پ( درست

49

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

α = , |u| = ⇒ cosα = ⇒ − = ⇒ a = −۱
۳π
۴

۲
−−

√
a

|u|

۲
−−

√

۲
a

۲
−−

√

= , |v| = ۲ ⇒ cos = ⇒ = ⇒ = ۱α′ π

۳
α′ a′

|v|

۱
۲

a′

۲
a′

u = (a, b, c), v = ( , , ), u + v = ( , b + , c + )a′ b′ c′ a + a′  
۰

b′ c′

u + vx

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = O − A = (−۱, ۰, −۱)a

→
AO
−→−

= = C − B = (−۱, −۱, ۱)b
→

BC
−→−

⇒ cos θ = = = ۰ ⇒ θ =
a ⋅ b

|a| |b|

۱ + ۰ − ۱
|a| |b|

π

۲

|۳a + ۴b| =?|a| = |b| = |c| = ۱

۲a + ۳b + ۴c = ⇒ ۲a + ۳b = −۴c |۲a + ۳b| = |−۴c|۰⃗  −→−
اندازه

۴ + ۹ + ۱۲a ⋅ b = ۱۶ ⇒ ۱۳ + ۱۲a ⋅ b = ۱۶ ⇒ a ⋅ b =− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲ |c|۲
۱
۴

= ۹ + ۱۶ + ۲۴a ⋅ b = ۹ + ۱۶ + ۲۴ × = ۳۱|۳a + ۴b|۲ |a|۲ |b|۲
۱
۴

|۳a + ۴b| =−→−
جذر

۳۱
−−

√

|a| = |b| ⇒ (a + b)⊥(a − b)

|۲a − b| = |a + b| ⇒ ((۲a − b) + (a + b))⊥((۲a − b) − (a + b))

⇒ ۳a⊥(a − ۲b) a⊥(۲b − a) یا⇒

(۲b − a)⊥a ⇒ (۲b − a) ⋅ a = ۰

⇒ ۲a ⋅ b − = ۰ ⇒ ۲ |a| |b| cos θ = ⇒ ۲ |b| cos θ = |a||a|۲ |a|۲

V⊥oz ⇒ z = ۰ ⇒ a − |a| = ۰ ⇒ |a| = a ⇒ a > ۰ ⇒ V = (+, , ۰)+
↓

oy V.حاده است با محور زاویۀ

a − |a| < ۰ ⇒ a < |a| ⇒ a < ۰ ⇒ V = (+, , −)−
↓

oy V.منفرجه است با محور زاویۀ

a > ۰ ⇒ V = ( ,+, )+
↓

oxحاده زاویه با

۰
↓
zها عمود بر محور

|a| = ۲ , |b| = , | | =?۲
−−

√ a′

= ۱۲a ⋅ b ⇒ ۴ + + ۴a ⋅ b = ۱۲a ⋅ b ⇒ ۱۶ + ۲ = ۸a ⋅ b|۲a + b|
۲

|a|۲ |b|۲

⇒ a ⋅ b = ⇒ |a| cos θ = ⇒ = =
۹
۴

|b|
––––––

۲√

۹
۴

|a| cos θ
  

∣∣a′ ∣∣

۹

۴ ۲
−−

√

۹ ۲
−−

√

۸

14
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50

51

سهمی قائم است.

  مختصات رأس

الف( اگر  باشد دهانۀ سهمی روبه‌بالا است و مختصات کانون آن برابر است با:

ب( اگر  باشد دهانۀ سهمی رو به پایین است و مختصات کانون آن برابر است با:

بنابراین در هر حالت مختصات کانون سهمی  می‌باشد.

خط بر سهمی مماس است بنابراین باید معادلۀ حاصل از حل دستگاه آنها دارای ریشۀ مضاعف باشد.   52

 ریشۀ مضاعف است پس این خط بر سهمی مماس است.

با توجه به جایگاه رأس و خط هادی در دستگاه مختصات داریم:    53
مختصات کانون به‌صورت زیر است:

x=9

A(4,6 (

x

y

F -1,6 ((

A(۲, −۱, ۱),B(۳, ۲, −۱),M(x, y, z)

= M − A = (x − ۲, y + ۱, z − ۱), = M − B = (x − ۳, y − ۲, z + ۱)AM
−→−

BM
−→−

⋅ = ⇒ (x − ۲, y + ۱, z − ۱) ⋅ (x − ۳, y − ۲, z + ۱) =AM
−→−

BM
−→− ۷

۲
۷
۲

⇒ − ۵x + ۶ + − y − ۲ + − ۱ = ⇒ − ۵x + − y + = (۱)x۲ y ۲ z۲ ۷
۲

x۲ y ۲ z۲ ۱
۲

B,A N = ( , , ۰) ⇒ |MN | وسط=
۵
۲

۱
۲

+ +(x − )
۵
۲

۲

(y − )
۱
۲

۲

z۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷


⇒ |MN | = =+− ۵x + − y + zx۲ y ۲
  

(۱) طبق
۱
۲

۲ ۲۶
۴

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷


۷
−−

√

y = a + bx + c → a + bx = y − c + x = −x۲ x۲ −→
÷a

x۲ b

a

y

a

c

a

+ x + = − +− →−−−

+( )
b

۲a

۲

x۲ b

a

b۲

۴a۲

y

a

c

a

b۲

۴a۲

→ = (y + − c) → = (y + )(x + )
b

۲a

۲ ۱
a

b۲

۴a
(x + )

b

۲a

۲ ۱
a

− ۴acb۲

۴a

S(− ,− ) = (− ,− )
b

۲a
− ۴acb۲

۴a
b

۲a
Δ

۴a

۴m = → m =
∣

∣
∣

۱
a

∣

∣
∣

۱
۴ |a|

a > ۰

F(− ,− + ) = (− , )
b

۲a
Δ

۴a
۱

۴a
b

۲a
۱ − Δ

۴a
a < ۰

F(− ,− − ) = (− , )
b

۲a
Δ

۴a
۱

−۴a
b

۲a
۱ − Δ

۴a

F(− , )
b

۲a
۱ − Δ

۴a

y = − x + −۲y = x − ۳ → x = −۲y + ۳ (۱)
۱
۲

۳
۲
− →−−
×(−۲)

− ۲y + x + ۱ = ۰ − ۲y − ۲y + ۳ + ۱ = ۰ → − ۴y + ۴ = ۰ → = ۰ → y = ۲y ۲ −→
(۱)

y ۲ y ۲ (y − ۲)۲

y = ۲

x = −۲y + ۳ x = −۲ × ۲ + ۳ = −۱ →−→−
y=۲

مختصات نقطۀ تماس (−۱, ۲)

a = ۹ − ۴ = ۵

= − a = ۴ − ۵ = −۱ , = = ۶xF xA yF yA

⇒ F(−۱, ۶)
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دهانۀ سهمی رو به چپ است و معادلۀ آن  می‌باشد و داریم:

‌

 در معادلۀ  صدق رأس سهمی را منطبق بر مبدأ مختصات در نظر می‌گیریم. اگر قطر دهانۀ دیش برابر  و گودی )عمق( دیش برابر  باشد مختصات نقطۀ    54
می‌کند.

y

x

B A

S

  55

بنابر قضیه حمار در مثلث  داریم:

F´ F

E

M

56

مطابق شکل، دایرۀ  بر دو دایرۀ متداخل  مماس است.

دو دایرۀ  و  مماس داخل هستند بنابراین طول خط‌المرکزین آنها برابر است با:

O1

O3

O2

C1

C2

C3
R

3
R2

R 3
R 1-

دو دایرۀ  و  مماس خارج هستند بنابراین طول خط‌‌المرکزین آنها برابر است با:

بنابراین مکان هندسی مرکز دایرۀ  یک بیضی با طول قطر بزرگ  با کانون‌های  و  می‌باشد.

57

58

= −۴a(x − h)(y − k)۲

= −۲۰(x − ۴)(y − ۶)۲

۲x۰y۰A( , )x۰ y۰= ۴ayx۲

→ a =
= ۴a → a =x

۲
۰ y۰

x
۲
۰

۴y۰

=x۰
AB

۲

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

( )AB

۲

۲

۴y۰

→ a =
AB۲

۱۶y۰

EMF

ME + MF > EF (ME + E ) + MF > EF + E− →−−
+EF ′

F ′ F ′

M + ME > ۲a− →−−−−−−
EF+E =۲aF ′

F ′

C۳,C۲ C۱

C۱C۳

= −O۱O۳ R۱ R۳

C۲C۳

= +O۲O۳ R۲ R۳

+ = ( − ) + ( + ) = +O۱O۳ O۲O۳ R۱ R۳ R۲ R۳ R۱ R۲

C۳+R۱ R۲O۱O۲

۲a = ۴۰ → a = ۲۰ ۲b = ۲۴ → b = ۱۲

= + → = + → ۴۰۰ = ۱۴۴ + → = ۲۵۶ → c = ۱۶a۲ b۲ c۲ ۲۰۲ ۱۲۲
c۲ c۲ c۲

→ F = HM = ۲c = ۲ × ۱۶ = ۳۲F ′

MN = = = ۱۴٫۴
۲b۲

a

۲ × ۱۲۲

۲۰

= MN × HM = ۱۴٫۴ × ۳۲ = ۴۶۰٫۸SMNEH
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59

 )الف

 )ب

  60

فصل مشترک صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، برابر با، دو خط متقاطع در نقطۀ  است )شکل را ببینید(.

AA

M

N

طبق تعریف، مکان هندسی مجموعۀ نقاطی از صفحه است که همۀ آنها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه‌ که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد. بنابراین   61
اثبات در دو مرحله و به‌صورت قضیه دو شرطی انجام می‌شود یعنی ابتدا ثابت می‌کنیم هر نقطه‌ای روی نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک

فاصله باشد روی نیمساز آن زاویه قرار دارد.

: مرحلۀ 

1
2 M

O

H

H́

x

y

{ → M = ۲a − x
MF = x

M + MF = ۲aF ′
F ′

M : F + M = M → + =F
△

F ′ F ′۲
F ۲ F ′۲

x۲ (۲c)۲
(۲a − x)

۲

}→ ۴ = ۴( + ) − ۴ax→ + ۴ = ۴ + − ۴axx۲ c۲ a۲ x۲

= +a۲ b۲ c۲
c۲ b۲ c۲

→ = ۴ + − ۴ax → ax = → x = , MN = ۲MF = ۲x =۴c۲ b۲ ۴c۲ ۴ ۴ b۲ b۲

a

۲b۲

a

+ − ۲x = ۱ → O(− , ) = (۱, ۰)x۲ y ۲ −۲
۲

۰
۲

R = = = =
۱
۲

+ − ۴ca۲ b۲
− −−−−−−−−−

√
۱
۲

+ − ۴(−۱)(−۲)۲
(۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−

√
۲ ۲

−−
√

۲
۲
−−

√

+ = ۱ → (۰, ۰) , = ۱x۲ y ۲ O′ R′

→ |R − | < O < R + →

O = = ۱O′ +(۱ − ۰)۲
(۰ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√

R + = + ۱R′ ۲
−−

√

|R − | = − ۱R′ ۲
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

R′ O′ R′ دو دایره متقاطع هستند .

+ = ۴ O(۰, ۰) , R = ۲x۲ y ۲

+ − ۸x − ۴y + ۱۹ = ۰ (− ,− ) = (۴, ۲)x۲ y ۲ O′
−۸
۲

−۴
۲

R = = = = ۱
۱
۲

+ − ۴ × ۱۹(−۸)۲
(−۴)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱
۲

۶۴ + ۱۶ − ۷۶
− −−−−−−−−−−

√
۴
−−

√

۲

}→ O > R + →
O = = = = ۲O′ +(۴ − ۰)۲

(۲ − ۰)۲− −−−−−−−−−−−−−−−
√ ۱۶ + ۴

− −−−−−
√ ۲۰

−−
√ ۵

−−
√

R + = ۲ + ۱ = ۳R′
O′ R′ دو دایره متخارج هستند.

A

۱

فرض
حکم

M( = قرار دارد( Ô روی نیمساز Ô۱ Ô۲

MH = MH ′

} ≅
MO = MO

=Ô۱ Ô۲
− →−−−−−−−−

وتر و یک زاویۀ حاده
MOH

Δ
MOH ′

Δ
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: مرحلۀ 

1
2 M

O

H

H́

x

y

62

می‌دانیم در ماتریس قطری درایه‌های خارج قطر اصلی همگی صفر هستند. بنابراین داریم:

63

نتیجه: هرگاه دو سطر )یا دو ستون( در یک ماتریس مانند هم )یا مضربی از هم( باشند حاصل دترمینان صفر است.

64

A C B

65

C

BA

D

66

، هر مضربی از  به فرم  نیز در راستای نیمساز داخلی و بردار  دو  است. به‌ازای هر عدد حقیقی 

67

68

MH = M− →−−−−−
اجزای متناظر

H ′

۲

فرض

حکم

MH = MH ′

O M( = قرار دارد( روی نیمساز Ô۱ Ô۲

} ≅ =
MO = MO

MH = MH ′ − →−−−−−−−−−−
وتر و یک ضلع زاویۀ قائمه

MOH
Δ

MOH
′

Δ

− →−−−−
اجزای نظیر

Ô۱ Ô۲

AB = [ ] [ ] = [ ]۴
b

a

−۱
۱
۳

−۲
۲

۴ + ۳a
b − ۳

−۸ + ۲a
−۲b − ۲

{−۸ + ۲a = ۰ → a = ۴
b − ۳ = ۰ → b = ۳

|A| = = d − e + f = ۰
∣

∣

∣
∣

a

a

d

b

b

e

c

c

f

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣
b

b

c

c

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
a

a

c

c

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣
a

a

b

b

∣

∣
∣

  
۰

A(−۳, ۶, ۲) , B(۲, ۱, ۲) , |AC | = ۴ |BC |

⇒ = ۴ ⇒ C − A = ۴B − ۴CAC
−→−

CB
−→−

⇒ ۵C = A + ۴B ⇒ C = (A + ۴B) = (۵, ۱۰, ۱۰) = (۱, ۲, ۲)
۱
۵

۱
۵

= (۳, −۱, ۲) , = (۲, ۲, −۱)BA
−→−

BD
−→−

= − = (−۱, ۳, −۳)AD
−→−

BD
−→−

BA
−→−

⇒ = + = (−۱, ۳, −۳) + (−۳, ۱, −۲) = (−۴, ۴, −۵)AC
−→−

AD
−→−

AB
−→−

⇒ = =
∣

∣
∣AC
−→− ∣

∣
∣ ۱۶ + ۱۶ + ۲۵

− −−−−−−−−−−
√ ۵۷

−−
√

{
a = (۰, ۰, −۴) , b = (−۲, ۱, ۲) , |a| = ۴ , |b| = ۳

= |b| + |a| = ۳ + ۴ = (−۸, ۴, −۴) = ۴(−۲, ۱, بردار در راستای نیمساز داخلی(۱− a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

r۳a + ۴br(۳a + ۴b)ab

⇒ |r(۳a + ۴b)| = ۴ ⇒ |۴r(−۲, ۱, −۱)| = ۴ , |(−۲, ۱, −۱)| =۶
−−

√ ۶
−−

√ ۶
−−

√

⇒ |r| = ۱ ⇒ r = {
۱
−۱ →

غ‌ق‌ق
( زیرا طبق فرض بردار خلاف راستا موردنظر است.( ق ق

⇒ r(۳a + ۴b) (۸, −۴, ۴)= ====
r=−۱

A = [ ] ⇒ = [ ] [ ] = [ ] = I
۰
۱

۱
۰

A۲ ۰
۱

۱
۰

۰
۱

۱
۰

۱
۰

۰
۱

= I ⇒ ( = ⇒ = IA۲ A۲)۵ I ۵ A۱۰
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ماتریس اسکالر

ندارد

69

70

سهمی

زیرا:

 صفر، زیرا:

71

 ‌

 ‌

، زیرا در این دو نقطه  و  می‌باشد. نقاط  و    72

  73

74

 ‌ ‌

 ‌

 ‌

 

 ‌ ‌‌‌‌

می‌دانیم مکان هندسی نقاطی که از خطی به فاصلۀ  باشد، دو خط موازی با آن و به فاصلۀ  از آن است، پس مکان هندسی نقاطی که از  به فاصلۀ  باشد، دو خط  و  موازی با   75

آن می‌باشد. همچنین می‌دانیم مکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه‌ای به یک فاصله باشد، نیمساز آن زاویه است. پس مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله باشد، نیمساز زاویۀ 

می‌باشد. محل برخورد این دو مکان هندسی پاسخ مسئله می‌باشد. در داخل مثلث تنها یک نقطۀ  جواب است.

4 1 2

3
A

P

Q N

M L

L

d1

d2
B C

‌در خارج از مثلث باید در نظر داشت که نیمساز خارجی رأس  هم با خطوط  و  متقاطع است. پس در خارج از مثلث سه نقطۀ  و  و  هم پاسخ مسئله است که از اضلاع  و 
یا امتداد آنها به یک فاصله هستند.

مطابق شکل نیمساز زوایای  و  در  یکدیگر را قطع می‌کنند.   76

= = (−۲, ۱, −۵) = (−۲, ۱, −۵) = (۱, − , )a′
→ ⋅a⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |۲
b ⃗ 

−۲ − ۳ − ۱۰
۴ + ۱ + ۲۵

−۱
۲

۱
۲

۵
۲

× = (۱, −۳, ۲) × (−۲, ۱, −۵) = (۱۳, ۱, −۵)a⃗  b ⃗ 

−۳۰

A = ⇒ |A| = ۲ × (−۳) × ۵ = −۳۰
⎡

⎣
⎢

۲
۰
۰

۰
−۳
۰

۰
۰
۵

⎤

⎦
⎥

a ⋅ b = |a||b| cos θ = |a||b| ⇒ cos θ = ۱ θ = ۰− →−−−

۰≤θ≤
π

۲

× = (۳, ۲, ۱) × (۲, ۰, ۱)a⃗  b ⃗  = (۲, −۱, −۴)

S = ×∣
∣a⃗
  b ⃗ ∣∣ = =۴ + ۱ + ۱۶

− −−−−−−−−
√ ۲۱

−−
√

BAy = ۲z = ۱

= ۲, = ۳ + ۱ = ۴, = ۱ − ۲ = −۱a۳۳ a۳۱ a۱۲

A = [ ]a

c

b

d
⇒ ۲A − I = [ ] − [ ]۰

۰
۰
۳

۱
۲

−۱
m

⇒ [ ] = [ ]۲a − ۱
۲c

۲b
۲d − ۱

−۱
−۲

۱
۳ − m

۲a − ۱ = −۱ ⇒ ۲a = ۰ ⇒ a = ۰ , ۲b = ۱ ⇒ b =
۱
۲

۲c = −۲ ⇒ c = −۱ , ۲d − ۱ = ۳ − m (۱)

: a + d = ۵ ⇒ ۰ + dفرض = ۵ ⇒ d = ۵ (۲)

(۱), (۲) ⇒ ۲ × ۵ − ۱ = ۳ − m ⇒ m = −۶

LLBCLd۱d۲

ABACA

M

Ad۱d۲PNQABAC

ABM
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Δ

d
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21

1
2

A

L

H
h

M

h
KB

h

h

P

‌می‌دانیم که هر نقطه روی نیمساز زاویه از دو ضلع آن به یک فاصله است. بنابراین داریم:

‌بنابراین  می‌باشد. پس مکان هندسی  خطی مثل  موازی با  و  می‌باشد که از وسط فاصله بین دو خط  و  می‌گذرد.

اگر  مرکز مربع باشد داریم:   77

A H B

D K C

O a

 ‌

‌ می‌باشد. داریم: ‌ باشد، دایره‌ای به مرکز  و شعاع  پس مکان هندسی نقاطی مثل  و  که فاصلۀ آنها از مرکز مربع برابر با 

 ‌

 باشد، دایره‌ای به مرکز  و شعاع  است. ‌پس مکان هندسی نقاطی مثل  و  که فاصلۀ آنها از مرکز مربع برابر با 

در صورت سؤال، نقاطی موردنظر است که داخل مربع بوده و بین دو دایره قرار گیرد که همان قسمت هاشورزده شده است.

78

شرط بی‌شمار جواب ‌

 ‌الف( فرم استاندارد سهمی به‌صورت  است. 79

، مختصات کانون آن نقطه سهمی قائم و دهانۀ آن رو به بالا باز می‌شود. رأس سهمی نقطۀ  است و 

  است. معادلۀ خط هادی سهمی به‌صورت  است.

ب( نقاط کمکی  و  برای رسم سهمی استفاده می‌کنیم؛ شکل سهمی به‌صورت مقابل است.

A

B BF y

8- 6- 4- 2-

4- = 5-

x

y

3-

80

81

  ‌  ‌
‌از طرفی:

 ‌ ‌

{
A M ⇒ MH = MP = hروی نیمساز
B M ⇒ MP = MK = hروی نیمساز

MH = MK = hMΔdd ′dd ′

O

HK = a , OH = OK ⇒ OH = OK =
a

۲
HK

a

۲
O

a

۲

BD = a ۲
−−

√ ⇒ OB = OD =
a ۲

−−
√

۲

BD
a ۲

−−
√

۲
O

a ۲
−−

√

۲

: = =
−۲
۴

k

−۶
۲
m

⇒ {m = −۴
k = ۳

= ۴(y + ۴)(x + ۴)۲

A(−۴, −۴)a = ۱

F(−۴, −۴ + ۱) = (−۴, −۳)y = −۴ − ۱ = −۵

B(−۲, −۳)(−۶, −۳)B′

OM = OA = a

: O + M = O → + M = → M = − = → MF = bOMF
Δ

F ۲ F ۲ M ۲ c۲ F ۲ a۲ F ۲ a۲ c۲ b۲

:می‌دانیم = −c۲ a۲ b۲ = ۲۵ − ۹ = ۱۶ → c = ۴

MF + M = ۲a = ۱۰F ′ → M = ۱۰ − MFF ′
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‌با توجه به شکل داریم:

 ‌  ‌

82

 ‌

‌

خط، دایره را قطع نمی‌کند.
83

تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر است با:

 ‌ ‌ ‌

 ‌  ‌  ‌

84

بردار  در ناحیۀ چهارم

 ‌  ‌

ضرب خارجی دو بردار  و  بر آنها عمود است.

‌

85

درست‌

عدد

‌نادرست

86

به‌جز درایه‌های روی قطر اصلی، بقیه درایه‌ها صفر هستند.

 قطری بوده و همه درایه‌های روی قطر اصلی باهم برابرند.

87

درست

درست - زیرا هر نقطه روی سهمی از  و  به یک فاصله است.

    88

درست - بنابر قانون وجود مثلث:

‌

درست

89

نادرست

نادرست

:قضیۀ فیثاغورس + =(MF)۲ (M )F ′ ۲
(F )F ′ ۲

→ + =(MF)۲ (۱۰ − MF)
۲ ۸۲

→ ۲M − ۲۰MF + ۳۶ = ۰ → M − ۱۰MF + ۱۸ = ۰ → MF = ۵ ±F ۲ F ۲ ۷
−−

√

+ = ۱(x − ۲)۲
(y − ۲)۲

→ O(۲, ۲) , r = ۱

d =
|۳(۲) + ۲|

۱۰
−−

√
= → d > r

۸

۱۰
−−

√

a⃗ b ⃗ 

=a⃗ 
′ ⋅a⃗  b ⃗ 

⋅b ⃗  b ⃗ 
b ⃗ = (−۲, ۰, ۲)

(۱, ۲, ۳) ⋅ (−۲, ۰, ۲)
(−۲, ۰, ۲) ⋅ (−۲, ۰, ۲)

= (−۲, ۰, ۲)
−۲ + ۶

۴ + ۴
= (−۱, ۰, ۱)

۲ −a⃗  b ⃗ = ۲(۱, ۲, ۳) − (−۲, ۰, ۲) = (۴, ۴, ۴) , |۲ − |a⃗  b ⃗  = = = ۴۱۶ + ۱۶ + ۱۶
− −−−−−−−−−−

√ ۴۸
−−

√ ۳
−−

√

a⃗ 

+ ۲a⃗  b ⃗ = (۳, −۲, ۱) + ۲(−۲, ۱, −۱) = (−۱, ۰, −۱)

| + ۲ | =a⃗  b ⃗  ۲
−−

√

a⃗ b ⃗ 

× = (۱, ۱, −۱)a⃗  b ⃗ 

× = =A۱×۳ B۳×۱ C۱×۱

: [ ] [ ] مثال نقض=
۰
۱

۰
۱

۱
−۱

۱
−۱

O
¯ ¯¯̄

Fd

| | + | | ≥ | + |a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 
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90

بردار  در ناحیۀ  واقع است.

  ‌  ‌

a⃗ ۵

۲ − =a⃗  b ⃗  ۲(۱, ۲, −۱) − (۰, ۲, −۱) = (۲, ۲, −۱)⇒ |۲ − |a⃗  b ⃗  = = = ۳۴ + ۴ + ۱
− −−−−−−−

√ ۹
−−

√
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