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ثابت کنید اگر  عددی اول باشد، آن‌گاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می‌شود.   1p ≥ ۵p = ۴k + ۱p = ۴k + ۳

، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر امکان‌پذیر است. اگر    2

  یا     یا   ‌

)   یا     یا   ‌)به عبارت دیگر، 

k ∈ Z

k ۲≡
۳

k ۱≡
۳

k ۰≡
۳

k ∈ [۰]۳k ∈ [۱]۳k ∈ [۲]۳

به روش بازگشتی ثابت کنید حاصل‌ضرب هر دو عدد حقیقی، کوچک‌تر یا مساوی نصف مجموع مربعات آن‌ها است.   3

ثابت کنید می‌توان دو طرف یک رابطۀ هم‌نهشتی را در عددی صحیح ضرب کرد، به‌عبارتی دیگر، برای اعداد صحیح  و عدد طبیعی  ،   4

اگر  آن‌گاه  .

c, b, am

a b≡
m

ac bc≡
m

برای هر سه عدد حقیقی  ثابت کنید:   5

‌

x, y, z

+ + ≥ xy + yz + xzx۲ y۲ z۲

‌رقمی می‌توان نوشت؟ ،  چند عدد   ،  ،  ،  ،  ،  ،  ، با ارقام    6۵۴۴۲۳۲۲۱۱۹

اگر دو عدد  و  رقم یکان برابر داشته باشند رقم یکان عدد  را به‌دست آورید.   7(۳a − ۵)(۴a − ۷)(۹a + ۶)

ثابت کنید اگر  آنگاه    8a = bq + r(a , b) = (b, r)

در یک تقسیم مقسوم علیه برابر  باقیمانده برابر  می باشد حداکثر چند واحد می توان به مقسوم اضافه کرد بدون آنکه خارج قسمت ، مقسوم    9
علیه تغییر کنند؟

۱۷۳

فرض کنید تابع ‌ در ‌ پیوسته باشد ولی تابع  در ‌ پیوسته نباشد ثابت کنید  در ‌ ناپیوسته است.   10fx = agx = a‌f + gx = a

-منتظم چنان رسم کنید که دوری به طول  نداشته باشد. گرافی ساده و    11۳۳

با  رأس  چند گراف ساده می‌توان ساخت به‌طوری که همسایگی باز رأس  حداقل  عضو داشته باشد؟   12۷a, b, c, d, e, f, ga۴

باق‌ماندۀ تقسیم  را بر  بیابید.   13(۲۷ + ۱۹)۷۱۳

درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را تعیین کنید.   14
الف( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.

، عدد  اول است. −n۱ب( برای هر عدد طبیعی  بزرگ‌تر از  ۱۲n

ثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آنها کمتر نیست.   15

  نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می‌گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این  نقطه وجود دارد، طوری‌ که مختصات نقطۀ وسط این دو 16
نقطه نیز صحیح می‌باشد.

۵۵

به چند طریق می‌توان  فیلم سینمایی مختلف را بین سه داور برای داوری تقسیم کرد، به‌طوری‌ که هر داور حداقل یک فیلم را داوری کند؟   17۶

دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ  و دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ  بنویسید.   18۳۷

به چند طریق می‌توان،  توپ یکسان را بین  نفر توزیع کرد، هرگاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته باشد؟   19۸۴

، از می‌خواهیم روی تعدادی جعبۀ حاوی اجناس تولیدشدۀ خاصی را کدگذاری و هر جعبه را با یک کد، شاملِ  حرفِ    20
بقیه مجزا کنیم. حداکثر چند جعبه را می‌توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟

۹d, d, d, c, c, a, b, a, a

، در این‌صورت چند رمز یا کد  رقمی می‌توان نوشت که هریک شامل دو رقم از اگر داشته باشیم  و    21

 و سه رقم از  باشد؟

A = {۱, ۲, ۳, ۴}B = {۵, ۶, ۷, ۸, ۹}۵

AB

1



می‌خواهیم  نفر را که دوبه‌دو برادر یکدیگرند، در دو طرفِ طولِ یک میز مستطیلی شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر روبه‌روی برادرش   22
بنشیند، به چند طریق می‌توان این کار را انجام داد؟

۸

در یک مهمانی با  شرکت‌کننده  نفر مرد و  نفر سیاه‌پوست هستند. اگر  مرد سیاه‌پوست در مهمانی باشند، چند زن غیر سیاه‌پوست   23
وجود دارد؟

۶۰۳۰۲۵۳

در خانه‌های خالی اعدادی بنویسید که مربع لاتین ایجاد شود.   24

۳

۴

۴

۳

در مربع لاتین زیر حاصل  چند است؟   25۲a + b

۱

۳a۱

b

۱۲

عدد  به کدام دستۀ هم نهشتی به پیمانۀ  تعلق دارد؟   26۱۳۹۸۹

اگر  عددی صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح  یا  یا  بر  بخش‌پذیر است.   27aaa + ۲a + ۴۳

. اگر  عددی صحیح باشد ثابت کنید    28

.) )راهنمایی: برای  سه حالت  و  و ... در نظر بگیرید و در هر حالت ثابت کنید 

n۳| − nn۳

nn = ۳kn = ۳k + ۱۳| − nn۳

، ثابت کنید  عددی اول است. اگر  و  و    29a > ۱a|۹k + ۴a|۵k + ۳a

اگر  و  دو عدد گنگ باشند ولی  گویا باشد، ثابت کنید  و  گنگ هستند.   30αβα + βα − βα + ۲β

گراف  را رسم کنید.   31

-مجموعه از آن را مشخص نمایید. الف( یک 

عضوی از آن را مشخص نمایید. ب( یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال 

P۱۲

γ

۶

فرض کنید  عددی صحیح باشد. بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد  را بیابید:   32a+ a + ۱ , − a + ۱a۲ a۲

فرض کنید  حاصل  را بیابید:   33ax − by = ۱(a + b , x + y)

. ثابت کنید اگر  آنگاه    34(a , b) = d( , ) = ۱
a

d

b

d

فرض کنید  ثابت کنید    35c|a + b(a , c) = (b , c)

فرض کنید  و  دو عدد صحیح باشند ثابت کنید به ازای هر عدد صحیح  داریم:   36abk

(a , b) = (a , b + ka)

اگر  صورت کلی  را بیابید:   37۷x − ۲ ∈ [۶]۱۳x

تمام جواب های  که به ازای آن ها معادلۀ  همواره در  جواب دارد را بیابید:   38n(۲ + ۱)x + (۲m − ۴)y = nm۲Z

باقیماندۀ تقسیم  بر ‌ را بیابید.   39‌۱۷۱۹۲۵

ثابت کنید:    40‌[۳۷ ⊆ [۵]۲۴ ]۸
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یک عدد مربع کامل در تقسیم بر  چه باقیمانده هایی می تواند داشته باشد؟   41۵

باقیماندۀ یک عدد مکعب کامل در تقسیم بر  چه مقادیری می تواند بسازد؟   42۷

در یک تقسیم مقسوم  واحد بیشتر از مقسوم علیه است اگر باقیمانده برابر  باشد تمام مقادیر ممکن برای خارج قسمت را بیابید.   43۸۴۷

عدد  مضرب  است. اگر بدانیم باقیماندۀ تقسیم  بر  برابر یک است، باقیماندۀ تقسیم  بر  را محاسبه کنید.   44a۳a۱۳a

۳
۱۳

به ازای چند مقدار صحیح  رابطۀ  برقرار است؟   45x۲x + ۱ | ۳x + ۷

، آنگاه داریم: فرض کنید  اعداد صحیح مخالف صفر باشند، ثابت کنید اگر    46c , b , ab | a , | bca۲

ab | c۲

معادلۀ زیر چند جواب صحیح مثبت دارد؟   47

+ + ⋯ + = ۱۳x۱ x۲ x۱۰

چند عدد  رقمی وجود دارد که رقم‌هایش از چپ به راست نزولی باشد؟ )ارقام تکراری نباشند.(   48۵

تاسی را به‌طور متوالی پرتاب می کنیم. چند حالت مختلف وجود دارد برای اینکه تاس در نهمین پرتاب برای سومین بار  بیاید؟   49۶

A

B

ضلعیِ ایجاد‌شده باشد؟ به چند حالت می‌توان  نقطه از بین نقاط زیر انتخاب کرد، به‌گونه‌ای که  یکی از اضلاع    50۴AB۴

علی و حسین و  نفر دیگر به چند حالت می‌توانند دور یک میز دایره‌ای بشینند به‌طوری که علی رو‌به‌روی حسین باشد؟   51۴

 کنار هم آمده‌اند؟ در چند جایگشت از حروف کلمۀ  حروف  و    52rightgt

معادلۀ زیر را حل کنید.   53

= ۳(۷!)
P (n, n − ۲)

C(n, n − ۳)

در چند عدد  رقمی مجموع رقم‌ها فرد است؟   54۳

در چند عدد  رقمی حاصل‌ضرب رقم‌ها زوج است؟   55۳

از بین  جفت کفش مختلف به چند حالت می‌توان  لنگه کفش انتخاب کرد که بین آنها هیچ جفتی وجود نداشته باشد؟   56۸۳

شخصی در یک آزمون تستی  گزینه‌ای با  سؤال، شرکت کرده است و به همۀ سؤالات پاسخ می‌دهد. در چند حالت به حداقل  سؤال پاسخ   57
درست داده است؟ )همۀ سؤالات یک پاسخ درست دارند.(

۴۲۰۱۸

شخصی در یک آزمون تستی  گزینه‌ای با  سؤال، شرکت کرده است. چند حالت وجود دارد، برای اینکه آن شخص به همۀ سؤالات پاسخ   58
درست یا غلط دهد؟ )همۀ سؤالات یک پاسخ درست دارند.(

۴۲۰

تعداد یال‌های گراف کامل  از تعداد یال‌های گراف کامل  ،  واحد بیشتر است. تعداد یال‌های  چقدر است؟   59KpKp−۳۱۵Kp

گراف ساده و غیر‌تهی  مفروض است. اگر تعداد یال‌های  دوبرابر تعداد رأس‌هایش باشد، آنگاه  حداقل چند رأس دارد؟   60GGG

تمام گراف‌های مرتبۀ  را رسم کنید که در همۀ آنها بیشترین درجۀ رأس‌ها یک باشد.   61۶

کدام‌یک از گراف‌های زیر ساده است؟   62
v1

v2

(الف
v3

v2v

v

1

4

(ب

v

v v2

1

3
(ج

v1

v2

v3

(د

v

v v2

1
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v5

(ھـ
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a b

c
de

f g

برای گراف مقابل، سه مجموعۀ احاطه‌گر بنویسید.   63

مطلوب است تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی هریک از معادلات زیر با شرط‌های داده‌شده:   64

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + ⋯ + = ۱۰ > ۰, ۲ ≤ i ≤ ۵x۱ x۲ x۵ xi

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + ⋯ + = ۱۲ > ۲, ≥ ۴x۱ x۲ x۶ x۱ x۵

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + ⋯ + = ۱۱ ≥ ۱, ۱ ≤ i ≤ ۵x۱ x۲ x۵ xi

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ ۳ + + = ۷ ≥ ۰, ۱ ≤ i ≤ ۴x۱ x۲ x۳ x۴ xi

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را با شرایط داده‌شده به‌ دست آورید.

‌+ + + = ۳ ≥ ۰, ۱ ≤ i ≤ ۴x۱ x۲
−−√ x۳ x۴ xi

a b

c

f

e

d

شکل مقابل، نمودار گراف  می‌باشد.   65G

Gمرتبه و اندازۀ گراف  را بنویسید.

NG(b)مجموعۀ  را بنویسید.

Gمجموع درجه‌های رأس‌های گراف  را مشخص کنید.
¯ ¯¯̄

جاهای خالی را پر کنید.   66

 اگر و تنها اگر دو شرط زیر برقرار باشند:‌

‌‌

[a, b] = c

۲)∀m > ۰, ⋯ ⋯ ⋯ ⋯۱) a|c , b|c

Gگراف  را .................. می‌نامیم، هرگاه بین هردو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد.

)γمقدار  به‌ازای هر عدد طبیعی  برابر است با: .................. )Cnn > ۲

هرگاه  کبوتر یا بیشتر در .................. لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه‌ای وجود دارد که حداقل .................. کبوتر در آن قرار
گرفته است.

(kn + ۱)

  کتاب فیزیک متفاوت و  کتاب ریاضی متفاوت را می‌توانیم به چند طریق در قفسه‌ای و در یک ردیف بچینیم به‌طوری که: 67۴۵

همواره کتاب‌های فیزیک کنار هم باشند.

هیچ‌یک از دو کتاب ریاضی کنارهم نباشند.

یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک خاص، همواره کنار هم باشند.

هشت نفر به چند طریق می‌توانند در سه اتاق سه‌نفره و چهارنفره و یک‌نفره قرار بگیرند؟    68

باقی‌ماندۀ تقسیم  را بر  به‌دست آورید.   69+ ۱۹۳۸۳۶۴
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h

در گراف شکل زیر، یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.   70

اگر  عددی صحیح و دلخواه باشد، ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح  یا  یا  بر  بخش‌پذیر است.    71aaa + ۲a + ۴۳

به چند طریق می‌توان از بین  نوع گل،  شاخه انتخاب کرد، اگر بخواهیم: از گل نوع اول حداقل یک شاخه، از گل نوع چهارم بیش از  شاخه   72
و از گل نوع ششم فقط یک شاخه انتخاب کنیم؟

۶۱۲۳

در گراف شکل زیر، یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.   73

حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم، دست‌کم  نفر وجود دارند که دو حرف اول و دوم نام خانوادگی آنها   74
مانند هم و غیرتکراری است؟

۳

،  چند عدد  رقمی می‌توان نوشت که:  ،  ،  ، با ارقام    75
الف( اعداد زوج کنارهم باشند.

ب( اعداد فرد کنارهم باشند.

۴۳۷۸۶۵

اگر باقی‌ماندۀ تقسیم اعداد  و  بر  برابر  و  باشد، در این صورت باقی‌ماندۀ تقسیم عدد  بر  را بیابید.   76ab۱۷۵۳(۲a − ۵b)۱۷

  نفر را که برای یک برنامۀ تلویزیونی پیامک ارسال کرده‌اند، انتخاب کرده‌ایم و می‌خواهیم در  مرحله و در هر مرحله یک جایزه را به یکی از 77

این  نفر )با قرعه‌کشی( به دلخواه بدهیم. این عمل به چند طریق امکان‌پذیر است؟ )یک نفر می‌تواند  جایزه را برنده شود.(

۸۴

۸۴

گراف  را رسم کرده و تمام مسیرهای به طول  را مشخص کنید.   78P۵۳

یک مربع لاتین چرخشی  بنویسید.   79۴ × ۴

ثابت کنید اگر  عددی اول باشد، آنگاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می‌شود.   80p > ۳p = ۶k + ۱(k ∈ W), p = ۶k + ۵

. ثابت کنید اگر  و  دو عدد حقیقی نامنفی باشند، داریم:    81ab≥
a + b

۲
ab
−−√

،  یک مربع لاتین جدید به‌ دست آورید.  ،  ، مربع لاتین مقابل را در نظر بگیرید و با اعمال یک جایگشت بر روی    82۴۳۲۱

۳۴۱۲

۱۲۳۴

۲۱۴۳

۴۳۲۱

با ارقام عدد  چند عدد  رقمی می‌توان نوشت؟   83۱, ۱, ۲, ۲, ۲, ۳, ۴۷

معادلۀ هم‌نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی آن‌ را بنویسید.   84۵x ۲≡
۱۱

با استفاده از اصل شمول و عدم شمول، تعداد توابع پوشا از یک مجموعه  عضوی به یک مجموعۀ  عضوی را به‌ دست آورید.   85۴۳

جواب‌های عمومی معادله سیاله خطی  را به‌دست آورید.   86۹x + ۱۳y = ۷

رأسی  منتظم است.  ، گراف    87G۶−۳

Gاندازۀ گراف  را بیابید.

Gنمودار گراف  را رسم کنید.

5
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7

در گراف  که شکل آن در مقابل داده شده است:   88G

۳یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال با  عضو بنویسید.

Gعدد احاطه‌گری  را تعیین کنید.

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   89

، داریم:  الف( اگر 

‌

a, b ∈ R

a < b ⇔ <a۲ b۲

ب( حاصل جمع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است. 

a|bmnmپ( اگر  و  , دو عدد طبیعی باشند، که  آنگاه  ≤ n|am bn

تعداد رأس‌های زوج هر گراف، عددی فرد است. 

اگر در یک سال، شنبه روز اول مهر باشد، در این صورت با استفاده از هم‌نهشتی تعیین کنید  بهمن همان سال چه روزی از هفته است؟   90۱۲

۸xمعادلۀ هم‌نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی آن را به‌دست آورید.  ۲۰≡
۱۱
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  1

باقی‌ماندۀ هر عدد بر  به یکی از صورت‌های زیر است:

‌

،  عددی زوج است که با اول بودن آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرم  یا  خواهند بود. ‌در حالت  و 

،  یا  نمایش داد. طبق قضیۀ تقسیم  را می‌توان به یکی از سه فرم    2

بنابراین  حالت ممکن زیر را در نظر می‌گیریم:

:  ، حالت اول: 

:  ، ‌حالت دوم: 

:  ، ‌حالت سوم: 

3

  

‌گزاره همواره درست است.

4

    

5

  

چون نابرابری آخری همواره درست است پس با بازگشت روابط حکم برقرار است.‌

طبق قضیۀ جایگشت با تکرار داریم:   6

طبق فرض داریم:   7

تذکر :    8

طبق فرض   اگر  واحد به  اضافه کنیم به طوریکه خارج قسمت تغییر نکند، الگوریتم تقسیم به فرم زیر در می آید:   9

‌

‌به طوریکه  یا  در نتیجه حداکثر مقدار  برابر  می باشد.

به برهان خلف فرض می کنیم ‌ در ‌‌ پیوسته باشد آنگاه چون ‌ در ‌ پیوسته است پس  نیز در ‌ پیوسته است یعنی ‌ در ‌ پیوسته است که تناقض   10

است. بنابراین باید ‌ در ‌ ناپیوسته باشد.

11

۴

p = ۴k (۱) , p = ۴k + ۱ (۲) , p = ۴k + ۲ (۳) , p = ۴k + ۳ (۴)

(۱)(۳)p(۲)(۴)

k۳q۳q + ۱۳q + ۲

۳

k = ۳qq ∈ Z

۳|k → k ۰ → k ∈ [۰≡
۳

]۳

k = ۳q + ۱q ∈ Z

۳|۳q + ۱ − ۱ → ۳|k − ۱ → k ۱ → k ∈ [۱≡
۳

]۳

k = ۳q + ۲q ∈ Z

۳|۳q + ۲ − ۲ → ۳|k − ۲ → k ۲ → k ∈ [۲≡
۳

]۳

xy ≤ ⇔ ۲xy ≤ +
+x۲ y ۲

۲
x۲ y ۲ ⇔ + − ۲xy ≥ ۰x۲ y ۲ ⇔ (x − y ≥ ۰)۲

a ≡ b ⇒ m|a − b ⇒ m|c(a − b) ⇒ m|ac − bc ⇒ ac bc≡
m

+ + ≥ xy + yz + xzx۲ y ۲ z۲ ⇔ ۲ + ۲ + ۲ ≥ ۲xy + ۲yz + ۲xzx۲ y ۲ z۲ ⇔ ( + − ۲xy) + ( + − ۲yz) + ( + − ۲xz) ≥ ۰x۲ y ۲ y ۲ z۲ x۲ z۲

⇔ (x − y + (y − z + (x − z ≥ ۰)۲ )۲ )۲

تعداد حالات مطلوب=
۹!

۳! × ۲! × ۲!

۳a − ۵ ۴a − ۷ → ۱۰|(۴a − ۷) − (۳a − ۵) → ۱۰|a − ۲ → a ۲ (I)≡
۱۰

≡
۱۰

۹a ۲ × ۹ ۸ (II)−→−
(I)

≡
۱۰

≡
۱۰

۹a + ۶ ۸ + ۶ ۴−→−
(II)

≡
۱۰

≡
۱۰

(a , b) = (a , ka + b) k ∈ Z

(a , b) = (bq + r , b) = (bq + r − bq , b) = (r , b)

a = ۱۷q + ۱۳xa

a + x = ۱۷q + (۳ + x)

۳ + x < ۱۷x < ۱۴x۱۳

f + gx = afx = a‌f + g − fx = aga

f + gx = a

7
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1v

2v

3v

4v

v5

6v

رأس  را کنار می‌گذاریم. با بقیۀ رأس‌ها،  گراف می‌توان ساخت. درجۀ رأس  بزرگ‌تر یا مساوی  است، پس:   12

‌طبق اصل ضرب، تعداد گراف‌ها برابر است با:

13

   

الف( گزاره درست است زیرا دو عدد فرد  و  را درنظر می‌گیریم؛ داریم:   14

‌

‌عدد زوج است. 

ب( گزاره نادرست است.

از مثال نقض استفاده می‌کنیم. اگر  قرار دهیم؛ داریم:‌

 ‌ اول نیست.

اگر دو عدد نامنفی باشند حکم چنین خواهد بود:     15

   

فرض کنیم می‌خواهیم  نقطۀ صحیح را در نظر بگیریم طوری‌ که مختصات وسط هیچ دو نقطه‌ای صحیح نباشد. مختصات این  نقطه حتماً باید به‌صورت زیر باشد:   16

)فرد , فرد( )زوج , زوج(

)زوج , فرد( )فرد , زوج(

‌حالا هر نقطه‌ای به این  نقطه اضافه شود، به کمک یکی از آنها نقطۀ وسط با مختصات صحیح می‌سازد. بنابراین در بین  نقطه حداقل یک جفت نقطه وجود دارد که وسط آنها صحیح است.

تعداد جواب‌های این سؤال، معادل تعداد توابع پوشا از یک مجموعۀ  عضوی به یک مجموعۀ  عضوی است. تعداد این توابع برابر است با:   17

‌

  18

، به‌ترتیب مراحل زیر را انجام می‌دهیم: برای ساخت دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ 

1
1

1

2
2

2

3
3

3 1
1

1

2
2

2

3
3

3

خانھ3
خانھ3

خانھ3
خانھ3

1

2
2

2

3

3
33

3
A=

1
2

3

1
2

3

1
2

3 1
2

3

1
2

3

1
2

3
خانھ3 2

1
2

3

2
1

3
3

1
خانھ3

خانھ3
خانھ3

B =

مربع لاتین  و  متعامد هستند.

برای ساخت مربع لاتین مرتبۀ  نیز به همین روش عمل می‌کنیم:

a=۲
( )

۶
۲ ۲۱۵

a۴

deg a = ۴ ۵ ۶ → ( ) + ( ) + ( ) = یا۲۲ یا
۶
۴

۶
۵

۶
۶

۲۲ × = ۱۱ × ۲ × = ۱۱ ×۲۱۵ ۲۱۵ ۲۱۶

۲۷ ۱≡
۱۳

⇒ (۲۷)۷ ≡
۱۳

۱۷
⇒ (۲۷ + ۱۹ + ۱۹ = ۲۰)۷ ≡

۱۳
۱۷

⇒ (۲۷ + ۱۹ ۷)۷ ≡
۱۳

aa′

a = ۲k + ۱ , = ۲ + ۱ (k, ∈ Z)a′ k′ k′

a + = ۲k + ۱ + ۲ + ۱a′ k′ = ۲( ) = ۲ ⇒k + + ۱k′

  
k′′

k′′

n = ۴

− ۱ − ۱۲n
= ===
n=۴

۲۴
= ۱۵ = ۳ × ۵ ⇒

≥
a + b

۲
ab
−−√

≥
a + b

۲
ab
−−

√ ⇔ a + b ≥ ۲ ab
−−

√ ⇔ a + b − ۲ ≥ ۰ab
−−

√ ⇔ ≥ ۰( − )a−−√ b√
۲

گزارۀ همیشه درست

۴۴

=A۲=A۱

=A۴=A۳

۴۵

۶۳

− ۳ × + ۳ = ۷۲۹ − ۱۹۲ + ۳ = ۵۴۰۳۶ ۲۶

۳

AB

۷

8
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6
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4
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4
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45
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6
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1
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7
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5

4
3
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1
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2
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4

5
6
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2

3
4

5

6
7 1

2
3

4
5

6

71
2

3
4

5
6

71

2
3

4
5

6
7 1

2

3
4

5
6

7
7

6
5

4

3
2

1

‌به این ترتیب دو ماتریس حاصل متعامد خواهند بود.

  19

تعداد جواب‌های مسئله برابر تعداد جواب‌های طبیعی معادلۀ  است که برابر است با:

( وجود دارد، طبق قضیۀ جایگشت با تکرار، جواب برابر است با: ( و  شیء تکراری ) ( و  شیء تکراری ) جایگشت  شیء برابر با  است. اما چون  شیء تکراری )   20

  21

:  تعداد انتخاب دو رقم از 

: تعداد انتخاب سه رقم از 

  جایگشت  رقم:

   پس تعداد کل حالات برابر است با:

، شش انتخاب، برای   برادر باشند.( به‌ همین ترتیب برای شمارۀ  ، یک انتخاب وجود دارد. )چون باید  و  ، هشت انتخاب وجود دارد. سپس برای جایگاه شمارۀ  برای جایگاه شمارۀ    22

، یک انتخاب وجود دارد. پس تعداد کل حالات برابر است با: ، دو انتخاب و برای شمارۀ  ، یک انتخاب، برای شمارۀ  ، چهار انتخاب، برای شمارۀ  ، یک انتخاب، برای شمارۀ  شمارۀ 

1234

5678

23

 اگر مجموعۀ مردان را با  و مجموعۀ افراد سیاه‌پوست را با  نمایش دهیم، آنگاه داریم:

خواستۀ مسئله، تعداد اعضای مجموعۀ  است که طبق اصل شمول و عدم شمول داریم:

24

+ + + = ۸x۱ x۲ x۳ x۴

( ) = ( ) = ۳۵۸ − ۱
۴ − ۱

۷
۳

۹۹!۳a۲c۳d

۹!

۳!۲!۳!

A( ) = ۶۴
۲

B( ) = ۱۰۵
۳

۵۵! = ۱۲۰

۶ × ۱۰ × ۱۲۰ = ۷۲۰۰

۱۵۱۵۲

۶۳۷۴۸

۸ × ۶ × ۴ × ۲ = ۳۸۴

AB|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| = ۳۰ + ۲۵ − ۳ = ۵۲

∩Ā B̄| ∩ | = |S| − |A ∪ B| = ۶۰ − ۵۲ = ۸Ā B̄

9
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برای مثال می‌توان به‌صورت مقابل تکمیل کرد:

  25

درایۀ سطر دوم و ستون دوم قطعاً برابر  است، پس با توجه به شکل مقابل، ‌ فقط می‌تواند  باشد و در نتیجه  قطعاً برابر با  است.

بنابراین داریم: 

26

. ‌بنابراین 

27

برای عدد صحیح و دلخواه  یکی از  حالت زیر را داریم:

. ( اگر  آنگاه  (

. ( اگر  آنگاه  (‌

. ( اگر  آنگاه  (‌

  28
‌ ‌می‌توان نوشت:

: فرض کنیم  که  داریم: ‌‌حالت 

: فرض کنیم  که  داریم: ‌ ‌حالت 

: فرض کنیم  که  داریم: ‌حالت 

‌‌

. ‌پس در هر حالت ثابت کردیم 

29

،  برابر  می‌باشد که عددی اول است. ‌در نتیجه با توجه به اینکه 

فرض کنیم بنابر برهان خلف  گویا باشد )فرض خلف( از طرفی  گویا است پس مجموع آن‌ها یعنی  گویاست در نتیجه  گویا است که با   30

فرض در تناقض است پس  گنگ است.

فرض کنیم بنابر برهان خلف  گویا باشد )فرض خلف( از طرفی چون  گویا است پس تفاضل آن‌ها یعنی  گویا است که با فرض در تناقض است

پس  گنگ است.

31
 الف(

a b c d e f g h k l m n

 یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است. 
ب(

a b c d e f g h k l m n

 یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال است.

می توان نوشت:   32

۳۱۲۴

۱۴۳۲

۲۳۴۱

۴۲۱۳

۴a۲b۱

۲a + b = ۲(۲) + ۱ = ۵

۱۳

۳۲۴۱

b

۱۲

۱۳۹۸ ۱ + ۳ + ۹ + ۸ ۳≡
۹

≡
۹

۱۳۹۸ ∈ [۳]۹

a۳

۱a = ۳k۳|a

۲a = ۳k + ۱۳|a + ۲

۳a = ۳k + ۲۳|a + ۴

− n = n( − ۱) = n(n + ۱)(n − ۱)n۳ n۲

۱n = ۳kk ∈ Z− n = (۳k)(۳k + ۱)(۳k − ۱) → ۳| − nn۳ n۳

۲n = ۳k + ۱k ∈ Z− n = (۳k + ۱)(۳k + ۲)(۳k) → ۳| − nn۳ n۳

۳n = ۳k + ۲k ∈ Z

− n = (۳k + ۲)(۳k + ۳)(۳k + ۱) → ۳| − nn۳ n۳

۳| − nn۳

} a|۹(۵k + ۳) − ۵(۹k + ۴) a|۷a|۵k + ۳ → a|۹(۵k + ۳)

a|۹k + ۴ → a|۵(۹k + ۴)
−→− −→−

a > ۱a۷

α − βα + βα + β + α − β = ۲αα

α − β

α + ۲βα + ββ = α + ۲β − (α + β)

α + ۲β

{b, e, h,m}γ(G) = ۴

{a, c, e, g, k, n}

10
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.   از طرفی چون  به ازای هر عدد صحیح و دلخواه  زوج است بنابراین  همواره فرد است و چون  بنابراین  ‌بنابراین  یا  

فرض کنید  آنگاه:   33

‌

‌بنابراین  .

فرض کنید   و می دانیم  می توان نوشت:   34

‌

. ‌حال از  نتیجه می گیریم: 

تذکر:    35

طبق فرض داریم می توان نوشت:

. از طرف دیگر  بنابراین  و چون  پس  و یا  درنتیجه  فرض کنید  چون  پس    36

. به این ترتیب 

  معادل این است که  یا  می توان نوشت: 37

‌

فرض کنید  باید  می توان نوشت:   38

‌بنابراین اگر  باشد  در هر صورت آن را عاد خواهد کرد.
می توان نوشت:   39

حال با محاسبۀ توان های ‌ بر هم نهشتی  می رسیم، پس داریم:

بنابراین داریم:

40

. در نتیجه  بنابراین ‌

عدد صحیح و دلخواه  در تقسیم بر  به یکی از  صورت  است. حال کافی است هریک از صورت های فوق را به توان  برسانیم تا باقیمانده های ممکن مربع   41

هر عدد صحیح در تقسیم بر  بدست آید:

‌پس مربع هر عدد صحیح درتقسیم بر  تنها می تواند باقیمانده های  و  و  را بسازد.

هر عدد صحیح دلخواه  در تقسیم بر  به یکی از  حالت  است. باید هریک از حالت های فوق عدد  را به توان  برسانیم تا باقیمانده های   42

ممکن  تقسیم بر  بیابیم:

→ d| + ۱ − + ۱ → d|۲
d| + a + ۱ d| − ۱a۲ − →−−−−−−−−−−−−

−۱=(a−۱)( +a+۱)a۳ a۲
a۳

d| − a + ۱ d| + ۱a۲ − →−−−−−−−−−−−−
+۱=(a+۱)( −a+۱)a۳ a۲

a۳

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
a۳ a۳

۲d = ۱+ aa۲a+ a + ۱a۲d| + a + ۱a۲d = ۱

(a + b , x + y) = d

} →
d|a + b → d|x(a + b)

d|x + y → d|b(x + y)
d|ax + b − x − by → d|ax − by → d|۱x b

d = ۱

( , ) =
a

d

b

d
d ′≥ ۱d ′

d ≤ d → ≤ ۱
| → d |ad ′ a

d
d ′

| → d |bd ′ b

d
d ′

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−−
d |(a , b)d

′

(a , b)=d

d ′ d ′

≤ ۱ , ≥ ۱d ′ d ′= ۱d ′

(a , b) = (a , ka + b) k ∈ Z

a + b = ck

(a , c) = (ck − b , c) = (ck − b − ck , c) = (−b , c) = (b , c)

(a , b + ka) = , (a , b) = dd ′d|b + kad|d ′|ad ′|kad ′|b + kad ′|b + ka − kad ′|bd ′|dd ′

= dd ′

۷x − ۲ ∈ [۶]۱۳۷x − ۲ ۶≡
۱۳۷x ۸≡

۱۳

۷x ۸ ۸ + ۱۳ ۲۱ x ۳ → x = ۱۳k + ۳≡
۱۳

≡
۱۳

≡
۱۳

− →−−−−
(۷,۱۳)=۱

≡
۱۳

(۲ + ۱, ۲m − ۴) = dm۲d|n

}→ d|۴m + ۱
d|۲m − ۴ → d|۲ − ۴mm۲

d|۲ + ۱m۲

} → d|۹
d|۴m + ۱
d|۲m − ۴ → d|۴m − ۸

n = ۹kd

۱۷ ۱۷ − ۲۵ −۸ − → (− −≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

۲۳ ۱۷۱۹
≡
۲۵

۲۳
)۱۹ ≡

۲۵
۲۵۷

۲‌ ۱۰۲۴ −۴۱ × ۲۵ + ۱۰۲۴ −۱۲۱۰
≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

( (−۱ → −۱ → × (−۱) × ( )۲۱۰
)۵ ≡

۲۵
)۵ ۲۵۰

≡
۲۵

۲۵۰ ۲۷
≡
۲۵

۲۷

− −۱۲۸ −۱۲۸ + ۵ × ۲۵ −۳۲۵۷
≡
۲۵

۲۷
≡
۲۵

≡
۲۵

≡
۲۵

− (−۱)(−۳) ۳۱۷۱۹
≡
۲۵

۲۵۷
≡
۲۵

≡
۲۵

→ a ۵
a ∈ [۳۷ → a ۳۷ a ۳۷]۲۴ ≡

۲۴
−→−

۸|۲۴
≡
۸

۳۷ ۵‌≡
۸

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
≡
۸

‌a ∈ [۵]۸‌[۳۷ ⊆ [۵]۲۴ ]۸

a۵۵۵k ± ۲ , ۵k ± ۱ , ۵k۲

۵

a = ۵k → = ۵a۲ k′

a = ۵k ± ۱ → = ۵ + ۱a۲ k′

a = ۵k ± ۲ → = ۵ + ۴a۲ k′

۵۰۱۴

a۷۷۷k ± ۳ , ۷k ± ۲ , ۷k ± ۱ , ۷ka۳

a۳۷

a = ۷k → = ۷a۳ k′

a = ۷k ± ۱ → = ۷ ± ۱a۳ k′

a = ۷k ± ۲ → = ۷ ± ۱a۳ k′

a = ۷k ± ۳ → = ۷ ± ۱a۳ k′

11
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‌بنابراین باقیماندۀ تقسیم مکعب هر عدد صحیح بر  فقط می تواند یکی از مقادیر  ،  ،  باشد.

طبق فرض می توان نوشت:   43

‌

پس دو مقدار برای خارج قسمت وجود دارد.

  به دو صورت  و یا  باشد دیگر  مضرب  نمی شود. بنابراین  باید به فرم ، سه حالت  وجود دارد اگر  طبق فرض  برای  تقسیم بر    44

 باشد؛ حال می توان نوشت:

پس باقیماندۀ تقسیم  بر  برابر  است.

45

46

  47
هدف مسئله یافتن تعداد جواب‌های طبیعی معادله است که برابر است با:

اگر  رقم متفاوت داشته باشیم، برای چیدن آنها کنارهم، فقط یک حالت قابل قبول داریم. باید از بزرگ به کوچک مرتب کنیم. بنابراین تعداد کل حالات برابر با تعداد انتخاب‌های  رقم   48

از بین  رقم است که برابر با  است.

دقت کنیم که نگران صفر بودن رقم سمت چپ نیستیم، چون چنین حالتی با فرض نزولی بودن ارقام ممکن نیست.

  برای اینکه تاس در نهمین پرتاب برای سومین بار،  بیاید، باید در  پرتاب اول  بار  بیاید و  بار یکی از اعداد  تا  بیاید. برای اینکه انتخاب کنیم در کدام پرتاب‌ها  بیاید، باید    49

پرتاب از  پرتاب را انتخاب کنیم که تعداد حالات برابر با  است و برای هر کدام از پرتاب‌هایی که  نیامده است،  حالت وجود دارد. پس تعداد کل حالات برابر است با:

50

 طبق شکل زیر، باید یا  نقطه از بین نقاط  انتخاب کنیم که برای این کار،  انتخاب داریم. یا باید  نقطه از بین نقاط  انتخاب کنیم

که برای این کار  انتخاب داریم.
A

B

C
D

E
F

G
H

بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

۷۰۱۶

b + ۸۴ = bq + ۷ , b > ۷ → b(q − ۱) = ۷۷ = ۷۷ × ۱۱
b = ۱۱ → q − ۱ = ۷ → q = ۸
b = ۱۱ × ۷ → q − ۱ = ۱ → q = ۲

a = ۱۳k + ۱k۳۳ ± ۱, ۳k′ k′k۳k′۳ + ۱k′a۳k

۳ − ۱k′

a = ۱۳k + ۱ = ۱۳(۳ − ۱) + ۱ = ۱۳ × ۳ − ۱۳ + ۱ = ۱۳ × ۳ − ۱۲ ⇒ = ۱۳ − ۴k′ k′ k′ a

۳
k′

= ۱۳q + ۹
a

۳
۱۳۹

} → ۲x + ۱ | (۶x + ۱۴) − (۶x + ۳) → ۲x + ۱ | ۱۱
۲x + ۱ | (۳x + ۷) × ۲
۲x + ۱ | (۲x + ۱) × ۳

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۱) ۲x + ۱ = ۱۱ → x = ۵ ✓

۲) ۲x + ۱ = −۱۱ → x = −۶ ✓

۳) ۲x + ۱ = ۱ → x = ۰ ✓

۴) ۲x + ۱ = −۱ → x = −۱ ✓

(۱) } → b | bca → a | c
| bca۲

b | a
a۲

(۲) }→ | bc → b | c
b | a → |b۲ a۲

| bca۲
b۲a۲ a۲

ab |− →−−−
(۱) , (۲)

c۲

( ) = ( ) = ( ) = ۲۲۰
۱۳ − ۱
۱۰ − ۱

۱۲
۹

۱۲
۳

۵۵

۱۰( )
۱۰
۵

۶۸۲۶۶۱۵۶۲

۸( )
۸
۲

۶۵

× = ۲۸ ×( )
۸
۲
↓

آمده۶ تعداد حالات برای اینکه کدام پرتاب

۵ × × ⋯ × ۵۵
↑

 تعداد حالات هر کدام از پرتاب‌هایی

نیامده۶ که

  
بار۶

۵۶

۲F ,E,D,C( )
۴
۲

۲H ,G

( )
۲
۲

( ) + ( ) = ۶ + ۱ = ۷
۴
۲

۲
۲
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ابتدا فرض می‌کنیم علی نشسته است. برای این کار فرقی ندارد که کجا بنشیند و همۀ حالت‌ها مشابه‌اند. حالا برای جایگاه حسین، فقط یک حالت وجود دارد )رو‌به‌روی علی(. سپس  نفر   51

دیگر به  حالت، می‌توانند در جایگاه‌های باقی‌مانده جایگشت داشته باشند. بنابراین جواب نهایی  است.

 را به‌صورت یک شیء در نظر می‌گیریم و جایگشت  شیء مقابل را به دست می‌آوریم که برابر با  است. حروف  و    52
   

از طرفی  و  در کنار هم به  حالت می‌توانند جایگشت داشته باشند. پس تعداد کل حالات برابر است با:

می‌دانیم:   53

  و  

‌بنابراین:

‌پس معادلۀ داده‌شده‌ به‌صورت مقابل حل می‌شود:

حالت اول: هر  رقم فرد باشد. در این صورت برای هر رقم،  انتخاب وجود دارد. تعداد حالات برابر است با:   54

‌حالت دوم: دو رقم زوج باشد و یک رقم فرد باشد. خود این حالت را نیز به  بخش تقسیم می‌کنیم. یک: اگر یکان فرد باشد، تعداد حالات برابر است با:

دو: دهگان فرد است که تعداد حالات برابر است با:

سه: صدگان فرد است که تعداد حالات برابر است با:‌‌

‌پس تعداد کل اعداد برابر است با:

ابتدا تعداد کل اعداد سه‌رقمی را محاسبه می‌کنیم:   55

‌
‌اگر هر سه رقم فرد باشند، حاصل‌ضرب آنها فرد است. تعداد این دسته از اعداد، برابر است با:

‌
‌‌در اعداد باقی‌مانده، حاصل‌ضرب ارقام زوج است، بنابراین داریم:

‌

می خواهیم  لنگه کفش انتخاب کنیم که هر کدام برای یک جفت کفش متفاوتی باشد. پس ابتدا  جفت کفش انتخاب می‌کنیم. برای این کار تعداد انتخاب‌ها برابر با  است. سپس   56

از هر کدام از این  جفت، یک لنگه انتخاب می‌کنیم که برای هر کدام  حالت وجود دارد.
بنابراین تعداد کل حالات برابر است با:

حالت اول: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، ابتدا باید آن  سؤال را مشخص کنیم. این کار به  حالت ممکن است. برای جواب دادن به دو سؤال غلط هم،  حالت   57

وجود دارد. پس تعداد حالات در این بخش برابر است با:

‌حالت دوم: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، ابتدا باید آن  سؤال را مشخص کنیم. این کار به  حالت، ممکن است. برای جواب دادن به یک سؤال غلط هم  حالت وجود دارد.

پس تعداد حالات در این بخش برابر است با:

۴

۴!۴!

tg۴۴!

gthir

tg۲!

۴! × ۲! = ۲۴ × ۲ = ۴۸

P(n, r) =
n!

(n − r)!
C(n, r) = ( ) =

n

r

n!

r!(n − r)!

= = = ۳((n − ۳)!)
P(n, n − ۲)

C(n, n − ۳)

n!

۲!

n!

(n−۳)!۳!

(n − ۳)!۳!

۲!

۳((n − ۳)!) = ۳(۷!) ⇒ n − ۳ = ۷ ⇒ n = ۱۰

۳۵

‌ ‌ → ۵ × ۵ × ۵ = حالت۱۲۵۵
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

۳

‌ ‌ → ۴ × ۵ × ۵ = حالت۱۰۰۴
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

‌ ‌ → ۴ × ۵ × ۵ = حالت۱۰۰۴
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

‌ ‌ → ۵ × ۵ × ۵ = حالت۱۲۵۵
  

صدگان

حالت۵
  

دهگان

حالت۵
  

یکان

:حالت مطلوب

+ = ۴۵۰۱۲۵
 

حالت اول

۱۰۰ + ۱۰۰ + ۱۲۵
  

حالت دوم

× × = ۹۰۰۹
––

۱۰
–––

۱۰
–––

× × = ۱۲۵۵
––

۵
––

۵
––

۹۰۰ − ۱۲۵ = ۷۷۵

۳۳( )
۸
۳

۳۲

( ) × ۲ × ۲ × ۲ = ۵۶ × ۸ = ۴۴۸
۸
۳

۱۸۱۸( )
۲۰
۱۸

۳ × ۳

( ) × ۳ × ۳ = ۱۷۱۰۲۰
۱۸

۱۹۱۹( )
۲۰
۱۹

۳
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‌حالت سوم: اگر به  سؤال پاسخ درست داده باشد، فقط یک حالت وجود دارد. پس تعداد کل حالات برابر است با:

این شخص برای پاسخ به هر سؤال  انتخاب دارد. پس برای پاسخ به همۀ سؤالات، تعداد انتخاب‌ها برابر است با:   58

59

60

‌حداقل  رأس

61

) (  ) (  ) (  

الف - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.   62

ب - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.

ج - ساده نیست، زیرا در رأس  طوقه وجود دارد.

د - ساده نیست، زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.
ه - گراف ساده است.

63

64

با تغییر متغیر  داریم:
پس جواب برابر است با:

با تغییر متغیر  داریم:
 پس جواب برابر است با:

با تغییر متغیر  داریم:
پس جواب برابر است با:

 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

( ) × ۳ = ۶۰
۲۰
۱۹

۲۰

۱۷۱۰ + ۶۰ + ۱ = ۱۷۷۱

۴

=۴ × ۴ × ⋯ × ۴
  

تا۲۰

۴۲۰

: q = , : q =Kp

p(p − ۱)

۲
Kp−۳

(p − ۳)(p − ۴)

۲

= + ۱۵ − p = − ۷p + ۱۲ + ۳۰ ⇒ ۶p = ۴۲ ⇒ p = ۷
p(p − ۱)

۲
(p − ۳)(p − ۴)

۲
−→

×۲
p۲ p۲

q = = ۲۱
۷ × ۶

۲

۰ ⩽ q ⩽ ۲p ⩽ ⇒ ۴ ⩽ p − ۱ ⇒ p ⩾ ۵
p(p − ۱)

۲
− →−−
q=۲p p(p − ۱)

۲
۵

۳۲۱

۲v۱v۲

۲v۱v۳

v۱

۲v۲v۳

A = {e, d}

B = {b, f}

C = {c, e}

= + ۱ , ۲ ≤ i ≤ ۵xi yi+ + + + = ۱۰ − ۴ = ۶x۱ y۲ y۳ y۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۶ − ۱
۵ − ۱

۱۰
۴

= + ۴ , = + ۳x۵ y۵ x۱ y۱+ + + + = ۱۲ − ۴ − ۳ = ۵y۱ x۲ x۳ x۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۵ − ۱
۵ − ۱

۹
۴

= + ۱ , ۱ ≤ i ≤ ۵xi yi+ + + + = ۱۱ − ۵ = ۶y۱ y۲ y۳ y۴ y۵

( ) = ( )۵ + ۶ − ۱
۵ − ۱

۱۰
۴

= ۰x۲+ + = ۷x۱ x۳ x۴( ) = ( )۳ + ۷ − ۱
۳ − ۱

۹
۲

= ۱x۲+ + = ۴x۱ x۳ x۴‌( ) = ( )۳ + ۴ − ۱
۳ − ۱

۶
۲
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 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

 پس جواب نهایی برابر است با:

 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

 اگر  باشد،  است و جواب برابر است با:

 اگر  باشد،  است و یک جواب دارد.

 پس جوا ب نهایی برابر است با:

65

 

 

66

 

گراف  را همبند می‌نامیم، هرگاه بین هردو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد.

هرگاه  کبوتر یا بیشتر در  لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه‌ای وجود دارد که حداقل  کبوتر در آن قرار گرفته است.

67

 کتاب فیزیک را یک شیء در نظر می‌گیریم که با  کتاب مفروض ریاضی روی هم  شیء بوده و  جایگشت داشته و در هر یک از حالت‌ها  کتاب فیزیک هم  جایگشت

دارند، لذا طبق اصل ضرب داریم: 

کتاب ریاضی: 

‌ کتاب فیزیک: 

 

کتاب ریاضی را با  و کتاب فیزیک را با  نشان می‌دهیم؛ مطابق شکل زیر برای اینکه هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند، باید کتاب‌های ریاضی و فیزیک را یک‌درمیان قرار دهیم:

یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک خاص را یک شیء در نظر می‌گیریم که با  کتاب مفروض باقی‌مانده روی هم،  شیء بوده و  جایگشت داشته و در هریک از حالت‌ها، یک

کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک هم  جایگشت دارند؛ لذا طبق اصل ضرب داریم:

= ۲x۲+ + = ۱x۱ x۳ x۴‌( ) = ( )۳ + ۱ − ۱
۳ − ۱

۳
۲

‌( ) + ( ) + ( ) = ۳۶ + ۱۵ + ۳ = ۵۴۹
۲

۶
۲

۳
۲

= ۰x۲+ + = ۳x۱ x۳ x۴( ) = ( )۳ + ۳ − ۱
۳ − ۱

۵
۲

= ۱x۲+ + = ۲x۱ x۳ x۴‌( ) = ( )۳ + ۲ − ۱
۳ − ۱

۴
۲

= ۴x۲+ + = ۱x۱ x۳ x۴‌( ) = ( )۳ + ۱ − ۱
۳ − ۱

۳
۲

= ۹x۲+ + = ۰x۱ x۳ x۴

‌( ) + ( ) + ( ) + ۱ = ۲۰۵
۲

۴
۲

۳
۲

p = ۶ , q = ۷

(b) = {a, d, c}NG

q(G) + q( ) =G
¯ ¯¯̄ p(p − ۱)

۲
۱۵= ===

p=۶

q( ) + ۷G
¯ ¯¯̄

= ۱۵

⇒ q( ) = ۸G
¯ ¯¯̄

⇒ = ۱۶G
¯ ¯¯̄ مجموع درجه‌های رئوس گراف

∀m > ۰ , a|m , b|m ⇒ c ≤ m

G

⌈ ⌉
n

Δ + ۱
(kn + ۱)n(k + ۱)

۴۵۶۶!۴۴!

۶! × ۴!

□

△

△ △ △ △ △□ □ □ □  
کتاب فیزیک!۴=۴

→ : ۶! × حالات مطلوب!۴

□△

□ △ □ △ □ △ □ △ □

}
: جایگشت کتاب‌های ریاضی!۵
: جایگشت کتاب‌های فیزیک!۴

۵! × ۴!− →−−−−−−
طبق اصل ضرب

۶۷۷!

۳!
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‌

68

69

70

طبق الگوریتم تقسیم داریم:    71

 که بر  بخش‌پذیر است یا  یا   که در هر دو بر  بخش‌پذیر‌اند. 

72

  

73

74

‌  تعداد لانه‌ها

  ‌ ‌تعداد کبوترها

الف( اعداد زوج را در یک بسته قرار می‌دهیم؛ داریم:   75

‌بنابراین تعداد جایگشت‌های اعداد  رقمی موردنظر برابر است:

‌ب( اعداد فرد را در یک بسته قرار می‌دهیم؛ داریم:

‌

‌بنابراین تعداد جایگشت‌های اعداد  رقمی موردنظر برابر است:

76

    

حل مسأله معادل با یافتن تعداد تابع‌های موجود از یک مجموعۀ  عضوی به یک مجموعۀ  عضوی است که برابر با  است.   77

شکل زیر را در نظر بگیرید:   78

a db c e

P 5

79

هرگاه  را بر  تقسیم کنیم، خواهیم داشت:   80

  

  ‌

،  می‌تواند عددی اول باشد که حکم اثبات می‌شود. ،  و  زوج و در  بر  بخش‌پذیر است که با اول بودن  تناقض دارد. بنابراین فقط در حالات  یا   در حالات 

۷! × ۳!

= ۲۸۰ ( )( )( ) = ۲۸۰
۸!

۳! × ۲!
یا

۸
۳

۵
۴

۱
۱

۳۸ ۲ ⇒ ۰≡
۴

۳۸۳۶
≡
۴

۲۳۶
≡
۴

⇒ + ۱۹ ۱۹ ۳ ⇒ = ۳۲۳۶
≡
۴

≡
۴

 باقی‌مانده

D = {a, e, c, h}

a = ۳k۳a = ۳k + ۱ ⇒ a + ۲ = ۳(k + ۱)a = ۳k + ۲ ⇒ a + ۴ = ۳(k + ۲)۳

+ + + + + = ۱۲ , ≥ ۱ , > ۳ , = ۱x۱ x۲ x۳ x۴ x۵ x۶ x۱ x۴ x۶

= − ۱ , ≥ ۰ , = − ۴ , ≥ ۰y۱ x۱ y۱ y۴ x۴ y۴

+ ۱ + + + + ۴ + + ۱ = ۱۲y۱ x۲ x۳ y۴ x۵ ⇒ + + + + = ۶y۱ x۲ x۳ y۴ x۵ ⇒ حالات مطلوب = ( ) = ( )۶ + ۵ − ۱
۵ − ۱

۱۰
۴

D = {a, c, i, d}

= n = ۳۲ × ۳۱ = ۹۹۲ , ‌ k + ۱ = ۳ ⇒ k = ۲

‌= ۲ × ۹۹۲ + ۱ = ۱۹۸۵

۷, ۳, ۴, ۶, ۸

۵

۳! × ۳!
 

جایگشت عددهای زوج

۶, ۸, , ۴۷, ۳

۵

۴! × ۲!
 

جایگشت عددهای فرد

}a = ۱۷q + ۵
b = ۱۷ + ۳q ′ ‌⇒ ۲a − ۵b ‌= ۱۷ × ۲q + ۱۰ − ۱۷ × ۵ − ۱۵q ′ ‌= ۱۷(۱۲q − ۵ − ۱) + ۱۲q ′ ‌= ۱۷k + ۱۲ ‌⇒ r = ۱۲

۴۸۸۴

abcd , bcde

۴۳۲۱

۳۲۱۴

۲۱۴۳

۱۴۳۲

p۶

p = ۶k (۱) , p = ۶k + ۱ (۲) , p = ۶k + ۲ = ۲(۳k + ۱) (۳)

p = ۶k + ۳ = ۳(۲k + ۱) (۴) , p = ۶k + ۴ = ۲(۳k + ۲) (۵) , p = ۶k + ۵ (۶)

p(۱)(۳)(۵)(۴)۳p(۲)(۶)p
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81

   

‌ نامنفی همیشه درست است. اثبات بازگشتی و حکم برقرار است. نابرابری آخر برای  و 

با استفاده از جایگشت  مربع لاتین به‌صورت مقابل داریم.   82

طبق قضیۀ جایگشت با تکرار داریم:   83

84

 ‌  ‌  ‌  ‌

85

 

 

‌ مععادله سیاله دارای جواب است زیرا     86

    

در نتیجه با جایگذاری  در معادلۀ سیاله ‌ داریم:

‌

87

 ‌

رسم یکی از گراف‌های زیر کافی است.

88

 یا 

. . از  و  نتیجه می‌شود که  . از سوی دیگر  یک مجموعه احاطه‌گر است، لذا   بنابراین: 

رأسی با ماکزیمم درجۀ  باشد، داریم: تذکر: اگر  یک گراف 

89

نادرست

نادرست 

درست 

نادرست 

90

≥
a + b

۲
ab
−−

√ ⇔ a + b ≥ ۲ ab
−−

√ ⇔ a + b − ۲ ≥ ۰ab
−−

√ ⇔ ( − ≥ ۰a−−√ b√ )۲

ab

۱ → ۲, ۲ → ۳, ۳ → ۴, ۴ → ۱

۴۱۲۳

۲۳۴۱

۳۲۱۴

۱۴۳۲

= ۴۲۰
۷!

۲! × ۳!

۲ ۳۵≡
۱۱

⇒ ۵x ۳۵≡
۱۱

− →−−−−
(۵,۱۱)=۱

x ۷≡
۱۱

⇒ x = ۱۱k + ۷

۱ ≤ j ≤ ۳ = {f : A → B|f( ) ≠ ; ۱ ≤ i ≤ ۴}Aj ai bj

A = { , , , } , B = { , , }a۱ a۲ a۳ a۴ b۱ b۲ b۳

|S| = , | | = , | ∩ | =۳۴
Ai ۲۴

Ai Aj ۱۴ , | ∩ ∩ | = ۰A۱ A۲ A۳

| | = |S| − | ∪ ∪ |∪ ∪A۱ A۲ A۳
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

A۱ A۲ A۳ = |S| − (| | + | | + | | − | ∩ | − | ∩ |A۱ A۲ A۳ A۱ A۲ A۲ A۳

−| ∩ | + | ∩ ∩ |) = ۸۱ − (۳ × ۱۶ − ۳ × ۱ + ۰) = ۳۶A۱ A۳ A۱ A۲ A۳

(۹, ۱۳) = ۱|۷

۱۳y ۷, (۱۳ ۴, ۷ ۱۶)≡
۹

≡
۹

≡
۹

→ ۴y ۱۶≡
۹

− →−−−
(۴,۹)=۱

y ۴≡
۹

→ y = ۹k + ۴

y = ۹k + ۴۹x + ۱۳y = ۷

x = −۱۳k − ۵

۳ × ۶ = ۲q ⇒ q = ۹

{۱, ۶, ۴}{۱, ۵, ۷}

⌈ ⌉
۷

۴ + ۱
(∗)γ(G) ≥ ۲{۲, ۵}(∗∗)γ(G) ≤ ۲(∗)(∗∗)γ(G) = ۲

GnΔ

⌈ ⌉ ≤ γ(G)
n

Δ + ۱
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⇒ ۲۹ + ۳۰ + ۳۰ + ۱۲ ۳ ⇒‌ شنبه = اول مهر۱۲ ≡
۷

بهمن سه‌شنبه است

۸x ۲۰ ۲x ۵ ⇒ ۲x ۵ ⇒ ۲x ۲ ⇒ x ۱ ⇒ x = ۳k + ۱≡
۱۲

−→
÷۴

≡

۱۲
۴

≡
۳

≡
۳

≡
۳
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